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マグノンWiedemann-Franz則

日本原子力研究開発機構 先端基礎研究センター 仲田光樹

『固体物理』編集部からの許可を受けた著者最終稿 *1 （2021年 4月版）：
Web公開 *2（2022年 4月）

§1 背景：Wiedemann-Franz則
黒船にのったアメリカ海軍代将、Perry、が浦賀に来航した 1853 年（嘉永 6 年）、

Wiedemann と Franz による『Ueber die Wärme-Leitungsfähigkeit der Metalle』
（金属の熱伝導率について）と題する論文が、Annalen der Physik 誌から出版され
た 1)。そこでは、「金属の熱伝導率K と電気伝導率 σ の比は、温度が一定であれば、
金属の種類が異なってもほぼ同一である」という実験結果が報告されている。これ
は、電子が Thomson（J. J. Thomson）によって発見される 40年以上も前の出来事
である。このように、現在はWiedemann-Franz（WF）則として知られる熱電法則
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も、当初は経験則として報告された。ここで、e は電気素量、kB は Boltzmann 定
数、T は絶対温度を表す。1900年、Drudeは気体分子運動論を金属に適用し、電気
伝導および熱伝導に関する理論を構築した。そこでは、金属中の伝導電子のふるま
いは、古典的な電子気体として記述される。現在では Drude模型として知られてい
るこの理論は、金属のバルク中の熱流は伝導電子によって担われるという仮定のも

*1 『固体物理』2021年 8月第 56巻第 8号 35(429) [Vol.56 No.8 2021 P.35 (429)]
*2 Web 公開時期（アグネ技術センター『固体物理』編集部）：出版から半年後以降を推奨。著作権は
著者、版権はアグネが有する。
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と、理想気体の状態方程式を援用することで、「金属の熱伝導率と電気伝導率の比は
温度に比例し、その比例定数は物質に依存せず、電気素量 e と Boltzmann 定数 kB

にのみによって特徴づけられる普遍的な定数をとる」というWF 則を定性的によく
説明する。1925年、Fermi粒子を特徴づける Pauliの排他律（原理）が提唱された。
Sommerfeldは、この電子の量子統計性を Drude模型に取り込むことで、比例定数で
ある Lorenz数
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も含めて、WF則を定量的にもよく説明することに成功した 2, 3)。
ここで、Wiedemannと Franzが研究を行っていた 19世紀半ばあたりまで、熱を

微小な粒子のようなものととらえる「熱素説」が信じられていたことに留意された
い。文献 4, 5, 6) によると、熱素説を解析的熱量学という一つの体系に昇華させた
Laplaceの大著『天体力学』（11書、12書）が 1823年に出版され、その後およそ 20

年にもわたり、熱量保存則に対する信頼が持続される。こうした熱素説が全盛の時代
に、Herapathは気体分子運動論を提唱した。しかし、その論文は王立協会に掲載を
拒否された。科学史家の Kuhnは、熱素説を「通常想像しているよりはるかに優れた
成熟した理論」と評する。現在の「熱力学」の礎となる Clausiusの論文『熱の動力お
よび熱の理論にたいしてそこから導き出される諸法則について』の登場は、1850 年
まで待たなければならなかった *3。
このような時代背景のもと、Wiedemann は論文を発表した翌年の 1854 年に、

*3 当時の時代背景を概観する本段落は、文献 4, 5, 6) に依拠する。熱量保存則については文献 5) 13

章 IV、Cleghorn の熱物質論については文献 4) 11 章 II、Lavoisier の熱素理論については 12

章が詳しい。Herapath の論文のその後の経緯については、文献 5) 17 章 VII および文献 6) 28

章 VI を参照されたい。1850年の Clausiusの論文が発表されるまでの Carnot、Mayer、Joule、
Thomson（W. Thomson：後の Kelvin卿）の貢献については文献 5) 18-24章、1850年以降の
Clausiusと Thomson（W. Thomson）による熱力学の体系化のあゆみ（熱力学第一法則、熱力学
第二法則の数学的定式化）については文献 6) 25-30 章が詳しい。1850 年代後半になってからは、
次第に気体分子運動論が市民権を獲得し始めた。1857 年には、Krönig と Clausius がそれぞれ、
気体運動論に関する論文を相次いで発表している。その詳細については、文献 6) 28 章 VI を参照
されたい。
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Euler (L. Euler: 1707-1783)、Bernoulli (D. Bernoulli: 1700-1782)、Nietzsche (F.

W. Nietzsche: 1844-1900) なども教鞭をとったスイス最古の大学である Basel大学
（1460年創立）の教授職に就いた *4。奇しくも、それからちょうど 160年後の 2014

年から約 4年間、筆者は Basel大学で研究する機会を得た。本稿では、その間に筆者
が Lossらとともに理論的に提唱した熱磁気法則「マグノン版のWF則」 7, 8, 9) につ
いて紹介する。

§2 目的
Fermi粒子と Bose粒子がそれぞれもたらす物性は、本質的に異なることがよく知

られている。特に、量子効果が支配的となる低温領域においては、その差異はより顕
著となる。その代表例が（定積）比熱である 3)。低温領域において、電子気体の比熱
が温度 T に比例する一方、フォノンの比熱は T 3 に比例する *5。
上述の Drudeによる気体分子運動論にもとづく古典的定式化に始まり、Sommer-

feld による電子の量子統計性（Pauli の排他律）を加味した量子論的定式化におよ
ぶWF則は、Fermi統計に従う電子の物語である。それでは、Fermi粒子ではなく、
Bose粒子の場合、そのような物語は存在するのか。対応する輸送法則はどのように
定式化され、どのような温度依存性を示すのか。この素朴で基礎的な問いについて、
一つの知見をあたえることが本稿の目的である。
そのために本稿では、伝導電子が本質的に不在となる絶縁体を舞台とし、磁気を担

う Bose準粒子であるマグノン（スピン波の量子化）に着目する*6。そして、マグノ

*4 Baselはスイス北西部に位置し、ドイツ、フランス、スイス、3国の国境が接する三国国境の都市で
ある。

*5 気体分子運動論によると、熱伝導率は（定積）比熱に比例する。電子にとっては Fermi温度、フォ
ノンにとっては Debye 温度より低い温度領域が、低温領域に相当する。フォノン（格子振動の
量子化）は Bose 統計にしたがう Bose 準粒子である。低温での電子物性を評価するのに有効な
Sommerfeld展開は、Bose粒子系には適用できない 3)。

*6 マグノン（準粒子）の基本的性質については、ほかの文献に譲りたい。優れた和書が数多く存在す
る。たとえば、文献 10) を参照されたい。
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ンが担うスピン流および熱流を通じて、マグノン輸送に宿る熱磁気効果を抽出する。

§3 熱電効果
本論にうつるまえに、文献 3) に倣い、電子の熱電効果をおさらいする。特に、開

回路（電荷が逃げこむところのない有限の大きさの系）において、熱伝導率がどのよ
うに定式化されるのかを確認する。ここでは簡単のため、Hall流の存在しないトポロ
ジカルに自明なバルク系を仮定する。トポロジカルに非自明な系、特に分数量子 Hall

系におけるWF則、および、そこでの Lorenz数と (Virasoro) 中心電荷との関係に
ついては、文献 11, 12) を参照されたい。
電子は電荷を担う Fermi 粒子である。そのため、電場 E = (Ex, Ey, Ez) が力学

的駆動力、温度勾配 ∇T = (∂xT, ∂yT, ∂zT ) が熱的駆動力 *7 として作用し、電流
J = (Jx, Jy, Jz) および熱流 JQ = (JQ

x , JQ
y , JQ

z ) を生成する。こうした入力と応答
との関係は、線形応答領域において、次の輸送係数 Lij (i, j = 1, 2)により特徴づけ
られる(

Jx

JQ
x

)
=

(
L11 L12

L21 L22

)(
Ex

−∂xT

)
. (3)

ここで、輸送係数 L11 は電気伝導率 σ を表す。

§3.1 熱伝導率

熱伝導率の定式化をおさらいする 3)。
[1] 熱伝導率を測定するために、入力として温度勾配 ∂xT を x軸方向にかける。
[2] すると、電流 Jx = −L12∂xT が発生する [式 (3)]。

*7 文献 13) では、それぞれ、力学的攪乱、熱的攪乱、と表現されている。また、その 5章「5.熱的攪
乱の問題」では熱的攪乱に対する理論の定式化について、2 章「2. 揺らぎと散逸」では線形応答理
論と揺動・散逸定理との関係、についても議論されている。後者の関係について、筆者は大沼悠一
から教わった。本稿では他書に倣い、脚注においても人名は敬称略とし、日本語表記では姓名、そ
れ以外の場合は姓を記すこととする。
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[3] この電流の発生に伴い、電荷が蓄積し、電荷の偏りが生じる。
[4] その結果、阻止電場（retarding electric field）E∗

x が発生する。
[5] この阻止電場 E∗

x が対向電流 (countercurrent)L11E
∗
x を生成する [式 (3)]。

[6] そのため、温度勾配をかけ続けると、最終的に、定常状態 Jx = 0に到達する。
このような定常状態のもとで、熱伝導率は測定される。測定下で生じている阻止電
場 E∗

x は、定常状態 Jx = 0の条件 [6] から

E∗
x =

L12

L11
∂xT (4)

と評価できる。たしかに、温度勾配と反対方向に熱電場（thermoelectric field）が発
生することがわかる。もちろん、この熱電場も熱流を生成する。したがって、入力と
して温度勾配をかけ続けたときに創出される熱流は、式 (3)より

JQ
x = L21E

∗
x − L22∂xT (5a)

=−
(
L22 −

L12L21

L11

)
∂xT (5b)

となる。式（5b）の右辺第二項が、熱電場誘起の対向熱流を記述する。このように、
電子の熱伝導率 K、JQ

x = −K∂xT、は

K = L22 −
L12L21

L11
(6)

と元来、表現される。電子の熱伝導率の定式化については、文献 14, 15) も参照され
たい。

§3.2 金属中の電子の熱伝導率

ここまで、熱電場誘起の対向熱流の寄与により、電子の熱伝導率が式 (6)で与えら
れることを、定性的かつ定量的議論によってみてきた。ここからは、金属中の電子に
的を絞り、熱伝導率の定量的評価をさらに深める 3)。
輸送係数 Lij は、Fermi 分布関数を通じて Fermi エネルギー EF により特徴づ

けられる。煩雑な計算 2, 15, 16) を経て、式 (6) の右辺第一項は、第二項と比べて
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O
((

EF
kBT

)2)程度も大きいことがわかる。つまり、式 (6)は

K

L22
= 1 +O

((kBT
EF

)2) (7)

と表現できる。一般に、金属中の電子の Fermiエネルギーは EF ∼ 10eVにも及び、
温度に換算すると TF ∼ 105Kとなる。このように、Fermi温度は室温と比較しても
はるかに高いため、O

((
EF
kBT

)2)の項は無視できるほど小さくなる。この定量的理由
により、金属中の電子の熱伝導率は、

K ≈ L22 (8)

と近似的にみなすことができる *8。つまり、熱電場誘起の対向熱流が定量的に無視
できるほど小さくなるため、金属中の電子系においては、輸送係数 L22 を熱伝導率
K と近似的に同一視することができる。このようにして、金属中の熱電効果を物語
るWF則は、

K

σ
≈ L22

L11
=

π2

3

(kB
e

)2
T (9)

と定式化できる。ここで、電子のWF則にとって、熱電場誘起の対向熱流の寄与は重
要ではないことに留意されたい。

§3.3 熱電能と Peltier係数

ここまでみてきたように、式 (4)は、開回路に温度勾配をかけ続けたとき、定常状
態においてどれだけの熱電場が生じるかを表す。こうした物質の熱電性能を表す比例
係数

S :=
L12

L11
=

E∗
x

∂xT
(10)

は熱電能（Seebeck係数）とよばれる。熱電性能と相反関係にある現象を（輸送係数
L11 を単位として）特徴づける Peltier係数は

Π :=
L21

L11
(11)

*8 この近似式は、半導体では成立しない 3)。
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図 1 磁性絶縁体バルク中のマグノン輸送の模式図。マグノンは、磁気モーメント
µB を担う Bose準粒子である。マグノンが流れると、磁気の流れであるスピン流
および熱流が生じる。本図は筆者らの論文 7) より転載された。

で与えられる。Onsager関係式 *9

L21 = TL12 (12)

により、熱電性能と Peltier係数の間には

Π = TS (13)

という、Kelvin *10の関係式が成立する 3)。

§4 マグノンWiedemann-Franz則
それでは、本論にうつる。WF則は元来、金属中の電子という Fermi粒子が描き出

す物語である。それでは、Fermi 粒子ではなく、Bose 粒子の場合、そのような物語
は存在するのか。対応する輸送法則はどのように定式化され、どのような温度依存性
を示すのか。本節では、この素朴で基礎的な問いに対して、「マグノン版のWF 則」

*9 式 (3)で、熱的駆動力の表現として、∂xT の形式を採用したことに留意されたい。
*10 Kelvin卿（W. Thomson）。
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を探求することで一つの知見をあたえる 7, 8, 9)。マグノンは電荷 e をもっていない
が、Bohr 磁子 µB によって特徴づけられる磁気モーメントを担う Bose 準粒子であ
る。そのため、マグノンが流れると、磁気の流れ、スピン流が生ずる。この性質に着
目し、スピン流と熱流により特徴づけられるマグノン輸送を探究することで、マグノ
ン版のWF則を抽出する。
電子の熱電効果に倣い、マグノンの熱磁気効果を定式化する。そのために、スペ

クトル関数について、準粒子近似 *11が適用可能な「磁性絶縁体」に着目し、マグノ
ンが担うスピン流および熱流を議論する。ここでは簡単のため、Hall 流の存在しな
い、トポロジカルに自明な磁性絶縁体バルク中のマグノン輸送に着目する（第 1図）。
トポロジカルに非自明な系における、マグノンの Hall係数およびその物理（例：熱
Hall効果）については、レビュー論文 20, 21, 22) および解説記事 23, 24, 25) を参照さ
れたい。

§4.1 磁性絶縁体バルク中のマグノンが担う熱伝導率

電子の熱電効果に倣い、磁性絶縁体バルク中のマグノンが担う熱伝導率を、先ずは
定性的に議論する *12。本稿では、電子系の開回路と同じく、マグノンの逃げこむと
ころのない有限の大きさの系を想定する。
[1] 磁性絶縁体の熱伝導率を測定するために、入力として温度勾配を x 軸方向にか
ける。
[2] すると、マグノンが流れる。
[3] この移動に伴い、マグノンが蓄積し、磁化勾配が生じる。
[4] その結果、マグノンがうけるポテンシャルエネルギーの勾配が、x 軸方向に生
じる。
[5] 非平衡下に特有な、このポテンシャルエネルギー勾配が、力学的駆動力としてマ
グノンに作用する。

*11 スペクトル関数に対する準粒子近似については、たとえば、文献 17, 18, 19) を参照されたい。
*12 マグノンの寄与の同定方法、および、フォノンの寄与については、ほかの文献に譲りたい。
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この非平衡下に特有なポテンシャルエネルギー勾配は、有効磁場勾配 ∂xBeff とし
て理論に反映させることができ、本稿ではそれを「非平衡有効磁場勾配」とよぶこと
にする。ここで Beff は量子化軸方向の有効磁場をあらわす。このように、マグノン
に対して非平衡有効磁場勾配 ∂xBeff が力学的駆動力 26, 27, 28)、温度勾配 ∂xT が熱
的駆動力として作用し、x軸方向にスピン流 Jx および熱流 JQ

x を生成する。これら
の入力と応答との関係は、線形応答領域において、次の輸送係数 Lij (i, j = 1, 2)に
より特徴づけられる(

Jx

JQ
x

)
=

(
L11 L12

L21 L22

)(
∂xBeff

−∂xT/T

)
. (14)

ここでは便宜上、熱的駆動力の表現として、∂xT ではなく、∂xT/T の形式を採用し
た。輸送係数 L11 は、スピン伝導率 Gを表す。非平衡有効磁場勾配 ∂xBeff は、非平
衡下においてのみ、マグノンにとって力学的駆動力として作用することに留意され
たい。
次に、式 (14)にもとづいて、マグノンの担う熱伝導率を定式化する 7, 9)。

[1] 磁性絶縁体の熱伝導率を測定するために、入力として温度勾配 ∂xT を x軸方向
にかける。
[2] すると、スピン流 Jx = −L12∂xT/T が発生する。
[3] このスピン流の発生に伴い、マグノンが蓄積し、非平衡有効磁場勾配 ∂xB

∗
eff が生

じる。
[4] その結果、対向スピン流 L11∂xB

∗
eff が発生する。

[5] そのため、温度勾配をかけ続けると、最終的に、定常状態 Jx = 0 に到達する。
このような定常状態のもとで、熱伝導率は測定される。測定下で生じている非平衡
有効磁場勾配 ∂xB

∗
eff は、定常状態 Jx = 0 の条件 [5] から

∂xB
∗
eff =

1

T

L12

L11
∂xT (15)

と評価できる。この勾配は、電子系における熱電場 [式 (4)]に倣い、熱磁場勾配とも
位置付けることができる。この非平衡有効磁場勾配は、もちろん熱流も生成する。し
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たがって、入力として温度勾配をかけ続けたときに創出される熱流は、式 (14)より

JQ
x = L21∂xB

∗
eff − L22

∂xT

T
(16a)

=− 1

T

(
L22 −

L12L21

L11

)
∂xT (16b)

となる。式（16b）の右辺第二項が、非平衡有効磁場勾配に由来する対向熱流を表す。
このように、マグノンの担う熱伝導率 K、JQ

x = −K∂xT、は

K =
1

T

(
L22 −

L12L21

L11

)
(17)

と表現される。ここで、1/T が出てきたのは、熱的駆動力の定式化 [式 (14)]におい
て、∂xT ではなく、∂xT/T を採用したことに起因しており、形式的なものであるこ
とに留意されたい。熱的駆動力の表現として式 (3) のように ∂xT の形式を採用すれ
ば、マグノンの熱伝導率も式 (6)と同じく K = L22 − L12L21/L11 と表現される。

§4.2 磁性絶縁体バルク系のマグノンWiedemann-Franz則

ここで、+ℏのスピン角運動量を担いながら三次元磁性絶縁体バルク中を伝搬する
マグノンに着目する（第 1図）。長波長近似のもと、マグノンのエネルギーは、波数
について二次の分散関係をもち、スピン剛性定数 D とマグノンエネルギーギャップ
∆ により特徴づけられる。緩和時間近似のもと 29)、通常の Boltzmann 方程式 *13

にもとづく解析計算により、式 (14)の輸送係数 Lij は

L11 = (gµB)
2C Li3/2(e

−b), (18a)

L12 = gµBkBTC
[5
2
Li5/2(e

−b) + b Li3/2(e
−b)
]

(18b)

= L21, (18c)

L22 = (kBT )
2C
[35
4
Li7/2(e

−b) + 5b Li5/2(e
−b) + b2 Li3/2(e

−b)
]
, (18d)

*13 Boltzmann方程式と線形応答理論との比較については、たとえば、文献 18, 19) を、量子輸送方程
式（Kadanoff-Baym方程式）との関係については文献 18, 19) 3章、文献 17) Sec. 6、および文
献 30) Sec. 4 を、Kadanoff-Baym ansatz については文献 17) Sec. 8.2 を、それぞれ参照され
たい。
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と導出され、式 (18c) の関係式が成立することが示される 9)。ここで、定数 g は
磁性絶縁体を構成するスピンの g 因子、Lis(z) :=

∑∞
n=1 z

n/ns は多重対数関数
（polylogarithm function）、変数 bはマグノンエネルギーギャップを基準にして無次
元化された逆温度 b := ∆/(kBT )、共通項 C は、現象論的に導入された緩和時間 τ お
よびスピン剛性定数を用いて C := τ(kBT )

3/2/(4π3/2ℏ2
√
D) と定義、導入される。

一般に、輸送係数 Lij の評価には煩雑な計算が必要である。一つの具体例として、
L11 の積分計算過程を紹介する *14。

L̃11:=−
∫ ∞

0

dxx4 ex
2+b

(ex2+b − 1)2
(19a)

= −
∫ ∞

0

dxx4 eαx
2+b

(eαx2+b − 1)2
|α=1 (19b)

=
d

dα

∫ ∞

0

dxx2 1

eαx2+b − 1
|α=1 (19c)

=
d

dα

∫ ∞

0

dxx2 e−(αx2+b)

1− e−(αx2+b)
|α=1 (19d)

=
d

dα

∫ ∞

0

dxx2
∞∑

n=1

e−n(αx2+b) |α=1 (19e)

= −
∞∑

n=1

ne−nb

∫ ∞

0

dxx4e−nx2

(19f)

= −3
√
π

8

∞∑
n=1

e−nb

n3/2
(19g)

= −3
√
π

8
Li3/2(e

−b). (19h)

*14 係数 L11 の積分計算にとって本質的でない因子を除いたものを L̃11 として定義、導入した。た
しかに単なる計算問題ではあるが、筆者が（恥を忍んで）その計算過程の一部をここに紹介する
ことに、多少なりとも意義があると信じたい。少なくとも、恥ずかしながら、筆者にとっては参
考になる。筆者はこの評価を、共同研究者の Loss から教わった。式（19c）以降の計算手順は、
Debye 模型におけるフォノン比熱の評価手順に類似する 3)：∫∞

0 dx x3

ex−1
=

∫∞
0 dxx3 e−x

1−e−x =∑∞
n=1

∫∞
0 dxx3e−nx =

∑∞
n=1(6/n

3)
∫∞
0 dxe−nx = 6

∑∞
n=1(1/n

4) = 6ζ(4) = 2π4B2 =

π4/15。ここでは Gauss 積分は出てこず、部分積分をくりかえすことで、Riemann ゼータ関数
（Riemann zeta function）ζ(4)および Bernoulli数（Bernoulli number） B2 = 1/30 に帰着す
る。ちなみに、式（19a）を b による微分に書き換えて評価すれば、わざわざ変数 α を導入する必
要はないことに、本稿を作成しているときにきづいた。
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式 (19f)で、Gauss積分を用いた。同様の計算手順を経て、輸送係数 Lij の全成分は
導出される。Bose分布関数を通じ、マグノンの量子統計性が反映されていることに
留意されたい。
Fermi面の存在しないマグノン系においては、マグノンエネルギーギャップを基準

にして、温度領域を区分することができる。マグノンエネルギーギャップよりも十分
低い温度領域、

kBT ≪ ∆, (20)

すなわち b ≫ 1 が低温領域となる。式 (18a)-(18d)から、マグノンの熱伝導率 K と
スピン伝導率 Gの比は、低温領域において温度に比例することがわかる

K
G

=

1
T

(
L22 − L12L21

L11

)
L11

→
=

5

2

( kB
gµB

)2
T . (21)

マグノンは電荷 eをもっていないが、Bohr磁子 µB に特徴づけられる磁気モーメン
トを担う Bose準粒子であるため、マグノンが流れると、電流のかわりにスピン流が
生じる。したがって、電子の熱伝導率 K と電気伝導率 σ の比を通じて金属中の熱電
効果を物語るWF則 [式 (1)]に倣い、磁性絶縁体中の熱磁気効果を特徴づけるこの関
係式 K/G [式（21）]を、マグノン版のWF則、すなわち「マグノンWF則」と位置
付けることができる。そして、Lorenz数 [式 (2)]に倣い、その比例定数

Lm :=
5

2

( kB
gµB

)2
(22)

を「マグノン Lorenz数」とよぶことにする。ここで、マグノンの輸送係数 Lij その
ものは元来、多重対数関数 Lis(e

−b)（s = 3/2, 5/2, 7/2）によって特徴づけられてお
り、無次元化された逆温度 b := ∆/(kBT ) を通じて指数関数的にも逆温度 1/(kBT )

に依存していたこと、また、WF則は輸送係数の比として表現されることに留意され
たい。
Fermi粒子と Bose粒子がそれぞれもたらす物性は、本質的に異なることがよく知
られている。特に、量子効果が支配的となる低温領域においては、その差異はより顕
著となる（例：低温下における、電子比熱とフォノン比熱の温度依存性の違い）。し

12



表 1 トポロジカルに自明なバルク系における、電子とマグノンのWF則。マグ
ノンWF則は、電子のWF則と同じく、温度について線形なふるまいを示す。本
表は、筆者らの論文 32) より転載された。

電子系 マグノン系

量子統計性 Fermi統計 Bose統計

WF則 K
σ = π2

3

(
kB
e

)2
T K

G

→
= 5

2

(
kB
gµB

)2
T

Lorenz数 L = π2

3

(
kB
e

)2
Lm = 5

2

(
kB
gµB

)2

かし、式 (21)の通り、それでもなお、マグノンWF則は電子のWF則と同じ温度依
存性を示すことが明らかになった。こうした、WF則の温度について線形なふるまい
は、Fermi粒子と Bose粒子という量子統計性の違いに依らないという意味において、
普遍的性質であるといえる 31)。さらに、マグノン Lorenz数は、g 因子を除いて、物
質パラメータ（例：スピン剛性定数）に依存しない、つまり物質の種類によらない。
トポロジカルに自明なバルク系における電子とマグノンのWF則は、表 1 にまとめ
られる。
最後に、電子系とマグノン系のWF則の差異について、Fermi粒子系と Bose粒子

系という量子統計性の観点から議論する。電子系の輸送係数 Lij は、Fermi分布関数
を通じて Fermiエネルギー EF により特徴づけられる。金属中の電子系では、定量的
に K/L22 = 1 + O

((
kBT
EF

)2) となるため、輸送係数 L22 を熱伝導率 K と近似的に
同一視することができることをみた。つまり、熱電場誘起の対向熱流は、無視できる
ほど小さい。このように、金属中の熱電効果を熱伝導率と電気伝導率の比として特徴
づける電子系のWF 則にとって、熱電場誘起の対向熱流は重要でない。熱電場誘起
の対向熱流を無視した場合でも、式 (1) のWF 則は再現される。一方、マグノンは
Bose粒子である。そのため、輸送係数 Lij は、Fermiエネルギーと本質的に無縁の
Bose分布関数により特徴づけられる。その結果、電子系とは対照的に、非平衡有効
磁場勾配に由来する対向熱流成分、−L12L21/(TL11)、は定量的に有意となる。その
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ため、輸送係数 L22/T をマグノンの熱伝導率 Kと同一視することはできない *15

K ̸= L22/T. (23)

このように、磁性絶縁体中の熱磁気効果を熱伝導率とスピン伝導率の比として特徴づ
けるマグノン系のWF 則にとって、非平衡有効磁場勾配に由来する対向熱流は本質
的に重要である。もし、この非平衡有効磁場勾配に誘起される対向熱流の有意な寄与
を取り込まない場合、式 (21)のマグノンWF則を再現することはできない。

§4.3 熱磁気効果

電子系の熱電効果に倣い、式 (15)から、温度勾配をかけ続けたとき、定常状態に
おいてどれだけの非平衡有効磁場勾配が生じるかを表す比例係数

Sm :=
1

T

L12

L11
=

∂xB
∗
eff

∂xT
(24)

をマグノン Seebeck係数とよぶ 7, 9)。そして、相反関係にある現象を（輸送係数 L11

を単位として）特徴づける

Pm :=
L21

L11
(25)

をマグノン Peltier 係数とよぶ。Onsager 関係式 [式 (18c)] L12 = L21 により *16、
マグノン Seebeck係数とマグノン Peltier係数の間には、

Pm = TSm (26)

*15 1/T が伴うのは、熱的駆動力の定式化 [式 (14)] において、∂xT ではなく、∂xT/T を採用したこ
とに起因しており、形式的なものである。式 (3)のように ∂xT の形式を採用すれば、マグノンの熱
伝導率も式 (6)と同じく K = L22 − L12L21/L11 となる。

*16 熱的駆動力の定式化 [式 (14)]において、∂xT ではなく、∂xT/T を採用したことに留意されたい。
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図 2 無次元化された逆温度 b := ∆/(kBT ) を関数とした、磁性絶縁体接合系にお
けるマグノンの熱伝導率とスピン伝導率の比。低温領域 b ≫ 1 において、マグノ
ンWF 則、K/G

→
= [kB/(gµB)]

2T、が成立する。マグノン Lorenz 数は、磁性絶
縁体バルク系と比較して小さくなる。本図は、筆者らの論文 7) より転載された。

という関係式が成立する。マグノンエネルギーギャップよりも十分低い温度領域、
kBT ≪ ∆、すなわち b ≫ 1 を満たす低温領域において、両者は次の値に帰着する 9)

Sm
→
=

1

gµB

∆

T
, (27a)

Pm
→
=

∆

gµB
. (27b)

§4.4 磁性絶縁体接合系のマグノンWiedemann-Franz則

ここまで、トポロジカルに自明な三次元磁性絶縁体バルク中のマグノン輸送に着目
し、マグノン版のWF則および Lorenz数が、式 (21)(22)で与えられることをみた。
一方、摂動論が適用可能な三次元磁性絶縁体接合系においては *17、マグノンWF則

*17 接合系の場合、式（14）の入力は、非平衡有効磁場勾配および温度勾配ではなく、左右の非平衡有
効磁場差および温度差、として理論的には定式化される。文献 33) も参照されたい。
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は 7)

K
G

→
=
( kB
gµB

)2
T (28)

に帰着し、磁性絶縁体バルク系と比較して、マグノン Lorenz数は小さくなる

Lm :=
( kB
gµB

)2
. (29)

マグノン Seebeck係数およびマグノン Peltier係数は、磁性絶縁体バルク系と同じふ
るまい [式 (27a)(27b)]を示す。無次元化された逆温度 b := ∆/(kBT ) を関数とした、
磁性絶縁体接合系におけるマグノンWF 則を第 2 図に、マグノン Seebeck 係数を
第 3図に示す。ここで、左右の磁性絶縁体は、接合領域中のスピン交換相互作用 Jex

を通じ、弱結合しているとする *18。そして Schwinger-Keldysh形式 34, 35, 36) [経路
順序（contour-ordered）Green関数] 37, 38) に基づき *19、Jex について二次までの
摂動計算を行い、接合面近傍に生成されるスピン流および熱流を評価した。そしてマ
グノンの輸送係数を導出した *20。計算の詳細は、文献 7) に譲りたい。
こうした、マグノン Lorenz数の定量的違いに対する定性的理解を深めていくこと

は、今後の課題である。トポロジカルに非自明な系であるマグノン Hall系において
も、ある条件下においては、式 (28)のマグノンWF則がマグノン Hall係数について
成立することが、文献 8) で示唆されている。レーザー照射下のトポロジカル相にお

*18 そうした弱結合は、左右の磁性絶縁体の間に、薄い非磁性絶縁体をはさむことで実現できると期待
される。

*19 Schwingerの先駆的貢献（closed time pathの導入） 34) について、筆者は高麗雄介から教わって
以来、Schwinger-Keldysh 形式 34, 35, 36) と表記するようになった。Schwinger-Keldysh 形式
（実時間形式）と、いわゆる松原形式 39)（虚時間形式）との比較については文献 40) Sec. 5.7を、
Gell-Mann and Lowの定理 41) に基づく理論形式との比較については、例えば、文献 40) Sec. 4.2

および文献 42) Sec. 1.1 を、それぞれ参照されたい。研究分野によっては、Schwinger-Keldysh

formalismは、その経路（closed time path）を象徴して in-in formalismともよばれる 43)。そ
の経路の特性を生かした有用な Langreth 定理 44) については、文献 37) Appendix B.2 や文
献 17) Sec. 4.3、文献 38) を参照されたい。

*20 接合系における輸送係数を Schwinger-Keldysh 形式に基づいて評価する場合、入力（駆動力）に
対する応答関数を評価するのではなく、このような解析手順となることに留意されたい 37)。具体
例については、文献 17) Sec. 12.4および Sec. 13.8、また、文献 33) も参照されたい。
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図 3 無次元化された逆温度 b := ∆/(kBT ) を関数とした、磁性絶縁体接合系にお
けるマグノン Seebeck係数。低温領域 b ≫ 1では Sm

→
= ∆/(gµBT )に帰着する。

本図は、筆者らの論文 7) より転載された。

ける、マグノンWF則の成立の可否については、文献 45) Sec. IVを参照されたい。
ちなみに、Keldyshのあゆみ、および、その研究の歴史については、『In memoriam

Leonid V. Keldysh』と題する文献 46) が詳しい。2002 年に Dresden で開催された
研究会『Progress in Nonequilibrium Green’s Functions』での Keldysh の講演録
も、その文献 46) の付録（supporting information）として出版されている。そこで
は、当時のソビエト連邦での研究活動の様子、Landau school 等、を垣間見ること
ができる。Keldysh は、Landau school ではなく、Tamm (I. E. Tamm) school に
所属していた、とある。また、Keldysh自身の研究についてだけでなく、Schwinger,

Kadanoff, Baymらの研究についても、Keldyshの視点から言及されており、非常に
興味深い。Keldysh の論文 36) の Russian original は [L. V. Keldysh, ZhETF 47,

1515 (1964)] である。文献 30) は「Schwingerが導入した方法を用いて、Keldyshと
Fujita（藤田重次） 47, 48) が独立に、Kadanoff-Baym方程式を導出した」と Sec. 3.1

で言及している *21。

*21 Kadanoff, Baym, Keldysh そして Schwinger らの研究の歴史的経緯については、文献 17) Sec.
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§5 関連事項
本稿で紹介した非平衡有効磁場は、研究分野によっては、非平衡スピン化学ポテン

シャル 49, 50, 51, 52)、元来は Johnson-Silsbee ポテンシャル 53)、として理解されて
おり、実験的検証も進んでいる。マイクロ波ポンピングによる準平衡マグノン凝縮現
象の室温での観測 54) が報告されたことが、一つの契機になったと推測される。準平
衡マグノン凝縮については、文献 55) を参照されたい。非平衡スピン化学ポテンシャ
ル 56)、および、そのマグノンスピン伝導率の測定 57) も報告されている。非平衡下
においてのみ、スピン（マグノン）にとって力学的駆動力として作用することに留意
されたい。
低次元スピン系では量子ゆらぎが強くなるため、マグノン描像は破綻する 10)。量

子スピン鎖 58) に対する、朝永-Luttinger 液体模型に基づく熱伝導率の解析、対応
するWF 則、そして性能指数をはじめとする熱磁気効果については、それぞれ、文
献 59, 60, 61) を参照されたい。

§6 展望
スピン流および熱流の測定技術は、近年、著しい進展を遂げている。紙面の都合

上、ここ五年間に限っても（それ以前の発展は文献 62, 32, 33) を参照されたい）、非平
衡スピン化学ポテンシャル 56)、マグノンスピン伝導率 57)、スピン波スピン流の長
距離伝搬 63)、スピン波の Snellの法則 64, 65)、等の測定が報告されている。さらに、
低温領域におけるマグノン物性の実験的検証も進んでいる 66, 67, 68)。これらを鑑み、
本稿で紹介したマグノンWF則も、原理的にはすでに測定可能であると期待できる。
本稿では、磁性絶縁体バルク系におけるマグノンWF則 9) を、通常の（半古典的）

Boltzmann方程式をもとにして紹介した。文献 17) Sec. 6では、通常の Boltzmann

方程式が、勾配展開の最低次近似およびスペクトル関数に対する準粒子近似を経て、

5 および文献 42) Sec. 1.1も参照されたい。
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量子輸送方程式から導出される様が、詳細に記述されている。特に「そうした近似
条件を工夫することで、量子力学的な補正を輸送方程式に取り込むことが可能であ
る」と Sec. 6.3で言及している。そうした量子補正は、はたしてマグノンWF則に
影響するのか、また、その効果はどのように表現されるのか、今後の展開が期待され
る 69)。

§7 おわりに
本稿では、伝導電子が本質的に不在である磁性絶縁体を舞台として、磁気を担う

Bose準粒子であるマグノンが担うスピン流および熱流を通じ、マグノン輸送に宿る
熱磁気効果をみた。特に、マグノン版のWF則を紹介し、WF則の温度に対して線形
なふるまいが、量子統計性の違い（Fermi粒子と Bose粒子）に依らないという意味
において、普遍的な性質であることをみた。しかし、熱伝導率の評価には、量子統計
性の違いに応じた注意が必要である。熱伝導率を測定するために温度勾配をかけ続け
ると、粒子の移動に伴い、粒子がうけるポテンシャルに勾配が生じる。その結果、こ
の非平衡系に特有の力学的駆動力によって、対向熱流が発生する。Fermiエネルギー
によって特徴づけられる金属中の電子系の場合、この対向熱流は抑制され、定量的に
無視できるほど小さくなる。一方、Bose統計にしたがうマグノン系の場合、この対
向熱流は定量的に有意となる。そのおかげで、マグノンWF 則は温度に対して線形
なふるまいを示す。
広中平祐の著書『生きること学ぶこと』集英社（2011）によると、岡潔からうけた

「問題というものは、あなたのやり方とは逆に、具体的な問題からどんどん抽象して
いって、最終的に最も理想的な形にすることが大切だ」というアドバイスが一つの
きっかけとなって特異点解消の問題を解決することができ、Fields賞につながった、
とある。本研究では、物性理論研究の標準的方法に倣い、ハミルトニアンを指定して
具体的計算を行うことにより、マグノンWF 則を導出した。ハミルトニアンの具体
的な形を指定することなく、任意の Bose粒子系のハミルトニアン、という一般性を
保ったまま議論することができれば、マグノンWF 則に対する定性的理解をより深
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めることができると期待する。筆者はこれまで物理学を使って研究活動をおこなって
きたが、そのようにして物理学を創ることにささやかながら貢献することができれ
ば、筆者にとって望外の喜びである。
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英文題目・英文シノプシス
英文題目: Magnonic Wiedemann-Franz law

英文シノプシス: We present a magnonic analogue of the Wiedemann-Franz

law for electron transport. We show that the ratio of heat to spin conductivity

of magnons in insulating magnets is linear in temperature, being universal, in

spite of the fact that the quantum-statistical properties of bosons and fermions

are fundamentally different, in particular in the low temperature regime where

quantum effects dominate.
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