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汎用炉心解析システムMARBLE3の開発
日本原子力研究開発機構　大洗研究所

高速炉サイクル研究開発センター　高速炉解析評価技術開発部
　

横山　賢治、羽様　平 +、谷中　裕、大木　繁夫

(2024年 5月 27日受理)

汎用炉心解析システムMARBLEの第 3版であるMARBLE3を開発した。MARBLEの開発では
オブジェクト指向スクリプト言語 Pythonを用いており、これまでの開発では Pythonバージョン 2
（Python2）を用いていたが、Pythonのバージョンアップの後方非互換性の問題により、Pythonの
最新版である Pythonバージョン 3（Python3)では、MARBLEを動作させることができなくなっ
ていた。このため、MARBLE3の開発では全面的に改修を行って、Python3で動作するように整
備した。また、MARBLE3では、新しく開発された解析コードのカプセル化や新しく提案された
計算手法等の組み込みを行うとともに、メンテナンス性や拡張性、柔軟性の観点からユーザイン
ターフェースの拡張やソルバーの再実装等を行った。

MARBLE3では、新規に開発された 3次元六角/三角体系輸送計算コードMINISTRI Ver.7（MIN-
ISTRI7）と 3次元六角/三角体系拡散計算コードD-MINISTRIを利用できるように整備した。これ
らのコードは、MARBLEのサブシステムである核特性解析システム SCHEMEや高速炉燃焼解析
システムOPRHEUSで利用できる。また、MARBLEに組み込まれている炉心解析システム CBG
のユーザインターフェースを拡張して、CBGの 2次元 RZ体系の拡散計算ソルバーや輸送計算ソ
ルバーを SCHEME上で利用できるように整備した。
一方、計算手法についても改良を加えた。MARBLE3では、チェビシェフ有理関数近似法に基
づく燃焼計算手法の改良に関する論文やミニマックス多項式近似法に基づく燃焼計算手法に関す
る論文で提案された計算手法を利用できるように、燃焼計算ソルバーの機能拡張を行った。また、
メンテナンス性の観点から、MARBLE2で導入された一点炉動特性ソルバー POINTKINETICSを
廃止して、MARBLE3では KINETICSソルバーとして新たに整備し直した。

大洗研究所：〒 311-1393茨城県東茨城郡大洗町成田町 4002
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The third version of the versatile reactor analysis code system, MARBLE3, has been developed. In the
development of the former version of MARBLE, object-oriented scripting language Python (Python2)
had been used and then the latest version of Python (Python3) was released. However, due to its backward
incompatibility, MARBLE no longer worked with Python3. For this reason, MARBLE3 has been fully
modified and maintained to work with Python3. In MARBLE3, newly developed analysis codes and
newly proposed calculation methods were incorporated, and the user interface was extended and solvers
were reimplemented for maintainability, extensibility, and flexibility.

In MARBLE3, the three-dimensional hexagonal/triangular transport code MINISTRI Ver.7 (MIN-
ISTRI7) and the three-dimensional hexagonal/triangular diffusion code D-MINISTRI are available as
the new analysis codes. These codes can be used in the neutronics analysis system SCHEME and the fast
reactor burnup analysis system OPRHEUS, which are the subsystems of MARBLE. In addition, the user
interface of CBG, a core analysis system embedded in MARBLE, was extended so that the diffusion and
transport calculation solvers for the 2-dimensional RZ system of CBG can be used on SCHEME.

On the other hand, MARBLE3 has extended the functionality of the burnup calculation solver so
that it can use the numerical methods proposed in the papers on the improvement of the Chebyshev
rational function approximation method and the minimax polynomial approximation method. From the
viewpoint of maintainability, the point reactor kinetics solver POINTKINETICS, which was introduced
in MARBLE2, has been newly reworked as the KINETICS solver in MARBLE3.
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1. はじめに

日本原子力研究開発機構（原子力機構）では、柔軟性、再利用性、拡張性、保守性といった性
能を備えた「工学系モデリング言語としての次世代解析システム」に関する検討を 2002年から
行ってきた 1–6)。これらの検討結果をふまえて、2011年に高速炉核特性解析のための新しい解
析システムとして、MARBLE (Multi-purpose Advanced Reactor Physics Analysis System Based on
Language of Engineering）の第 1 版 (MARBLE1) を開発した 7)。その後も開発を進め、2015 年
に第 2版（MARBLE2）を整備した 8)。本報告書では、MARBLE2以降に改良・整備した第 3版
（MARBLE3）について説明する。

MARBLE1では、高速炉の核特性解析における主要な解析機能が使えることを目標に、従来の
高速炉核特性解析システム JOINT-FR9,10)の解析機能を統一的なユーザインターフェースで使える
ようにMARBLE上のサブシステムである核特性解析システム SCHEMEとして整備した。また、
JOINT-FRでは対応することができなかった高速炉実機の燃料交換を伴うような詳細な燃焼計算に
対応できるシステムとして、MARBLE上で高速炉実機燃焼解析システムORPHEUSを新たに開発
して整備した。MARBLE2では、MARBLE1では整備できなかった感度解析コード SAGEP11)や
2次元輸送／摂動計算コード TWOTRAN12)、SNPERT13)のカプセル化による解析コードの実行制
御や入出力ファイルの読み取りや書き出しの機能の整備を行い、従来の高速炉核特性解析システ
ムのほぼ全ての機能を SCHEMEのインターフェースを通して利用できるように整備した。また、
MARBLE2では新たに衝突確率計算、拡散計算、感度計算等の解析機能に関する独自のソルバー
の開発 14)や、MARBLE1で組み込まれた燃焼計算の解析機能に関するソルバーの改良を行った。
その他、従来の高速炉核特性解析システムには含まれていなかった一点炉動特性解析に関するソ
ルバー Pointkinetics15) が開発され、MARBLE2に組み込まれた。

MARBLEの開発では、オブジェクト指向スクリプト言語 Pythonを利用しており、MARBLE1、
MARBLE2の開発ではいずれも Pythonバージョン 2（Python2）を利用していた。Pythonは、基
本的にはバージョンが上がっても主要な文法等は変わらず、古いバージョンで書かれたプログラ
ムは新しいバージョンでも動作する後方互換性が保たれていた。しかしながら、Pythonバージョ
ン 3（Python3）では、後方互換性が保たれない機能追加や変更が行われた。このため、Python2
で開発された MARBLE1、MARBLE2は、Python3では動作させることができなくなっていた。
MARBLE3では、この問題を解決するため、Python3で動作するように全面的に改修を行った。
また、MARBLE2以降に開発・改良された 3次元六角（Hex-Z）/三角（Tri-Z）体系の輸送計算コー
ドMINISTRI Ver.7（MINISTRI7）16)や 3次元Hex-Z/Tri-Z体系の拡散計算コードD-MINISTRI16)

をMARBLEのサブシステムであるSCHEMEやORPHEUSから利用できるように整備した。MAR-
BLE2には、3次元 Tri-Z体系輸送計算コードMINISTRI Ver.1.1（MINISTRI1）17)が導入されてい
たが、MINISTRI7は、MINISTRI1に比べて大幅な計算時間の短縮が図られている 16)。
一方で、MARBLE2では、プログラミング言語C++で開発された炉心計算システムCBG18)が組
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み込まれたが、MARBLEのサブシステム SCHEMEから利用するインターフェースとしては、拡
散計算ソルバー PLOS（3次元XYZ体系オプションのみに対応）や 3次元XYZ体系輸送計算ソル
バー SNT等の一部の機能にしか対応していなかった。MARBLE3では、CBGの機能の組み込みを
進め、拡散計算ソルバー PLOSの 2次元円筒（RZ）体系オプションや 2次元RZ体系輸送計算ソル
バー SNRZの組み込みを行って、MARBLEのサブシステム SCHEME上で利用できるように整備
した。更に、これらのソルバーを拡散摂動計算コード PERKY19)と連携して使えるように PERKY
コードの SHCEME関数の改良を行った。これにより、MARBLEのサブシステム SCHEME上で、
高速炉の核特性解析でよく用いられる 2次元 RZ体系、3次元XYZ体系、Hex-Z体系、Tri-Z体系
に対する解析コードやソルバーの選択肢が増え、主要な解析を国産のコードやソルバーだけでも
実行できるようになった。
燃焼計算手法に関連して、チェビシェフ有理関数近似法（CRAM: Chebyshev Rational Approxima-

tion Method）の改良版やミニマックス多項式近似（MMPA: Mini-Max Polynomial Approximation）
法を適用した燃焼計算の解法が提案されたことを受けて、MARBLE3の燃焼計算ソルバーにこれ
らの解法を組み込んだ。また、MARBLE2では、C++の数値計算ライブラリを使って開発された
一点炉動特性ソルバー Pointkineticsが導入されたが、利用している数値計算ライブラリのメンテ
ナンス性やインストールの煩雑さの回避の観点から、Pythonと Pythonの数値計算ライブラリを
使って書き直し、ほぼ同等の機能をもつ一点炉動特性ソルバー KINETICSとして整備し直した。

第 2章では、MARBLE3における改良点について説明する。第 3章ではMARBLE3で改良・追
加された燃焼計算ソルバーや実装し直した一点炉動特性ソルバーについて説明する。
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2. 改良点の内容

本章では、MARBLE2からMARBLE3における改良点の内容について説明する。

2.1 オブジェクト指向スクリプト言語Pythonバージョン 3への対応
前述のように、MARBLEはオブジェクト指向スクリプト言語 Pythonを使って開発されている。

Pythonは現在では機械学習や深層学習の分野でも広く用いられており、比較的仕様の安定したプ
ログラミング言語であるが、Python2から Python3へのバージョンアップの際に Pythonの基本設
計を改良することを目的として、Python2との後方互換性を持たない機能追加や仕様変更が行わ
れた。このため、Python2で開発されたプログラムは Python3ではそのまま動作しなくなった。こ
の影響により、MARBLE2も Python3では動作しなくなった。
このため、MARBLE3の開発では大幅にソースコードを変更して Python3で動作するように整

備した。なお、Python2のサポートは既に終了しており、今後、MARBLE3を Python2で動作さ
せる必要はないと考えられるので、MARBLE3を Python2で動作させることは考慮していない。
このため、MARBLE3は Python2では動作せず、MARBLE3を利用する際には Python3が必須と
なる。
この Python3への対応で実施した書き換え作業は、基本的には、MARBLE3の内部のソースコー
ドの書き方の問題であり、ユーザには直接影響しないが、Python2に比べて Python3ではデータの
型等が厳密に扱われるようになっており、この書き換え作業によって、MARBLE3はMARBLE2
に比べてより堅牢な書き方に修正されていると考えられる。前述のように、基本的には、ユーザに
は直接影響しない内容であるが、MARBLE1、MARBLE2で使っていたスクリプトをMARBLE3
で動作させた場合には、一部影響のある修正も含まれるため、Python3への対応の書き換え作業
の概要を以下にまとめる。

• Python2では文字列とバイナリデータに区別がなくいずれも strオブジェクトで扱われ、ユニ
コード文字列は別途 unicodeオブジェクトで扱われていた。これに対して、Python3では文字
列とバイナリデータが区別されるようになり、それぞれ、strオブジェクト、bytesオブジェク
トで扱われるようになった。ユニコード文字列は strオブジェクトに統合された。MARBLE
では、文字列、バイナリデータの両方のデータを扱うため、両者を区別するように全面的に
書き換えた。また、ユニコード文字列も一部利用していたため、これらの統合も行った。

• Python3ではハッシュ値が定義されていないオブジェクトを辞書オブジェクト（dict）の
キーとして使えない、集合オブジェクト（set）の要素の比較等の仕様変更が行われたた
め、MARBLEの実装におけるハッシュ値の定義（__hash__()メソッドの定義）の厳格化
を行った。

JAEA-Data/Code 2024-007

- 3 -



• Python2では辞書オブジェクト（dict）に格納されるデータの順序は不定であったが、Python3
では順序が保存されるようになったため、この仕様変更を受け入れてテストを修正した。こ
のため、一部のMARBLE3のオブジェクトではデータの格納順序に関する挙動が変更され
ている。このため、計算結果を格納順に表示させるようなスクリプトについてはMARBLE3
で挙動が変化する可能性がある。

• Python3で廃止された文や関数（print文、file()、cmp()、time.clock()等)を Python2
と同等の動作をするように修正した。

• Python3で挙動や仕様が変更された関数や演算子、比較（max()、range()、/、//、Noneオ
ブジェクトとの比較等）を Python2と同等の動作をするように修正した。

• Python3に対応しなくなった外部ライブラリ（PyTC20)、Blitz++21,22)）を別のライブラリで
同等の動作をするように書き換えた。PyTCは、高速炉燃焼解析サブシステムORPHEUSの
内部で利用されていたキーバリュー型データベース（Tokyo Cabinet）を Pythonから利用す
るためのライブラリである。このデータベースは ORPHEUS内部で利用されているデータ
ベースであり、基本的にORPHEUSのユーザインターフェースを介して利用するため、この
変更はユーザには直接影響しない。また、MARBLE3では、PyTCの代わりに Pythonの標準
ライブラリの dbmモジュールを使用するように変更されているのでMARBLE3では PyTC
（Tokyo Cabinet）をインストールする必要がなくなった。一方、Blitz++は一点炉動特性ソル
バー POINTKINETICSで使われていた C++の数値計算ライブラリであるが、MARBLE3で
は Pythonの数値計算ライブラリ（NumPy23)、SciPy24)）を使って、一点炉動特性ソルバー
KINETICSを再実装し、POINTKINETICSソルバーは廃止したため、Blitz++をインストー
ルする必要がなくなった。

2.2 解析コード・ソルバーの導入と改良
2.2.1 最新版の 3次元Hex-Z/Tri-Z体系輸送計算コードMINISTRIの導入

前章で少し述べたように、MARBLE2には、3次元 Tri-Z体系輸送計算コードMINISTRI Ver.1.1
（MINISTRI1）17) が導入されていたが、2019年にMINISTRIの改良版であるMINISTRI Ver.7.0
（MINISTRI7）が開発された 16)。MARBLE3では、MINISTRI7をMARBLEのサブシステムであ
る核特性解析システム SCHEME、高速炉実機燃焼解析システム ORPHEUSで利用できるように
整備した。

MINISTRI7の開発では、収束性の問題を詳細に分析することで大型炉心体系への適用におけ
る収束性が向上しており、更に、初期拡散計算機能の導入と並列処理化が行われたことにより、
従来のバージョンに比べて大幅な計算時間の短縮が図られている 16)。このMINISTRI7の並列計
算機能は、MARBLE3の SCHEME、ORPHEUSからも利用できるように整備されている。なお、
MINISTRI7は、3次元 Hex-Z体系輸送計算コードMINIHEXの機能も統合され、3次元 Tri-Z体
系と 3次元Hex-Z体系の両方に対応している。MARBLE3は、MINISTRI7の 3次元 Tri-Z体系輸
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MINISTRI7の開発では、収束性の問題を詳細に分析することで大型炉心体系への適用におけ
る収束性が向上しており、更に、初期拡散計算機能の導入と並列処理化が行われたことにより、
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MINISTRI7は、3次元 Hex-Z体系輸送計算コードMINIHEXの機能も統合され、3次元 Tri-Z体
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送計算、3次元 Hex-Z体系輸送計算の両方に対応している。このため、3次元 Hex-Z体系輸送計
算を行うために解析コードをMINISTRIからMINIHEXに切り替える必要はなくなっており、ど
ちらのメッシュに対してもMINISTRI7を利用することができる。

MARBLE2でも 3次元Hex-Z体系輸送計算コードNSHEX17)を利用することができたが、収束
性の問題等から、MARBLE2では、計算メッシュを 3次元Hex-Z体系から 3次元XYZ体系に変換
して、3次元 XYZ体系輸送計算コード TRITAC25,26)で計算することが多かった。しかしながら、
今後はMINISTRI7を利用して、直接、3次元 Hex-Z/Tri-Z体系で輸送計算を実行することが現実
的になると考えられる。高速炉の炉心解析では、3次元Hex-Z体系、3次元 Tri-Z体系でモデル化
することが多いので、この後、MINISTRI7は、高速炉核特性解析の中核ソルバーとして利用され
ることが期待される。

2.2.2 3次元Hex-Z/Tri-Z体系拡散計算コードD-MINISTRIの導入

MINISTRI7では初期拡散計算機能の導入が行われたが、MINISTRI7の開発の一環として、こ
の拡散計算機能を単独で利用できるように D-MINISTRIというコードが整備された 16)。この D-
MINISTRIについても、MINISTRI7と同様に、MARBLE3の SCHEME、ORPHEUSで利用できる
ように整備した。MARBLE2で導入された拡散計算ソルバー DIFFUSIONは 3次元 Hex-Z体系、
Tri-Z体系にも対応しているが、DIFFUSIONソルバーは Pythonで実装されており、計算体系が大
きくなることの多い 3次元 Hex-Z体系、Tri-Z体系では計算時間がかかるため、本格的な解析に
適用するのは現実的ではなかった。このため、MARBLE2では、3次元Hex-Z体系、Tri-Z体系の
拡散計算を行う際には、CITATION-FBRコード 9,27)やDIF3Dコード 28)を利用する必要があった
が、MARBLE3ではこれらに加えて D-MINISTRIを利用できるようになった。

2.2.3 CBGシステムの拡散計算ソルバー PLOSの 2次元RZ体系への対応

MARBLE2では、CBGシステムの拡散計算コード PLOSの組み込みが行われ、MARBLEのサ
ブシステム SCHEME上で利用できるようになっていたが、3次元 XYZ体系にしか対応してい
なかった。PLOS自体は 2次元 RZ体系にも対応しているため、MARBLE3では、SCHEME上で
PLOSを使った 2次元 RZ体系拡散計算を実行できるようにユーザインターフェースを拡張した。
MARBLE3では、他の解析コードの SCHME関数と同様に、PLOSの SCHEME関数（plos()）に
RzMeshオブジェクトを入力することで PLOSを使った 2次元 RZ体系拡散計算を実行することが
できる。

2次元 RZ体系であれば計算体系はそれほど大きくならないので、Pythonで実装されたDIFFU-
SIONソルバーを利用できるケースもあるが、PLOSは C++で実装されており、DIFFUSIONソル
バーに比べると大幅に計算時間を短縮することができる。
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2.2.4 CBGシステムの 2次元RZ体系輸送計算ソルバー SNRZの導入

CBGシステムには、2次元RZ体系輸送計算ソルバー SNRZ、3次元XYZ体系輸送計算ソルバー
SNTが実装されているが、MARBLE2ではSNTの SCHEME関数しか整備されていなかった。この
ため、MARBLE2では、2次元RZ体系の輸送計算を行う場合には、TWOTRANコードやPARTISN
コードを利用する必要があったが、MARBLE3では、SNRZの SCHEME関数（snrz()）を追加し、
SCHEME上で SNRZを利用できるように整備した。これにより、MARBLE3の SCHEMEでは、
CBGシステムの SNRZソルバーを使った 2次元 RZ体系輸送計算が可能になった。なお、SNRZ
の SCHEME関数においても、PLOSや他の解析コードの SCHEME関数と同様に、RzMeshオブ
ジェクトを入力することで、SNRZを使った 2次元 RZ体系輸送計算を実行することができる。

2.2.5 拡散摂動計算コード PERKYの SCHEME関数の改良

MARBLE2では、拡散摂動計算コードPERKYのSCHEME関数は、拡散計算計算コード（CITATION-
FBR、DIF3D）との組合せが固定されていた（以下、結合版 PERKY関数）が、MARBLE3では、
拡散計算コードとして、PLOS、D-MINISTRIが導入されたので、拡散計算コードとの組合せを固
定せずに利用可能な PERKYの SCHEME関数（以下、分離版 PERKY関数）を整備した。
具体的には、MARBLE3では、分離版 PERKY関数として以下の関数が導入された。

• perky_for_beta_effective()
• perky_for_propmt_neutron_lifetime()
• perky_for_worth_mapping()
• perky_for_reactivity()

分離版 PERKY関数では、拡散計算コードのコード名を明示しない代わりに、拡散計算で得ら
れた中性子束と随伴中性子束のオブジェクトを入力する。これにより、PLOSや D-MINISTRIと
PERKYを組み合わせた計算が可能になっている。ただし、MARBLEがベースとしている従来の
高速炉核特性解析システムでは、長年に亘って CITATION-FBRと PERKYの組合せで利用経験が
重ねられてきた。この利用経験に比べると、新しい組合せでの利用経験は非常に少ないので、今
後、利用経験を重ねて検証を行っていく必要がある。

2.2.6 拡散摂動計算コードDIFPERTの導入

拡散摂動計算コードDIFPERTは、原子力機構の前身の核燃料サイクル研究開発機構で 2000年
頃に開発されたコードである。DIFPERTは、PERKYと同等の計算機能をを持つ解析コードであ
り、PERKYに比べると入力データを簡素化することができる。具体的には以下の計算機能を有
する。

• 実効遅発中性子割合
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2.2.4 CBGシステムの 2次元RZ体系輸送計算ソルバー SNRZの導入

CBGシステムには、2次元RZ体系輸送計算ソルバー SNRZ、3次元XYZ体系輸送計算ソルバー
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2.2.5 拡散摂動計算コード PERKYの SCHEME関数の改良
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高速炉核特性解析システムでは、長年に亘って CITATION-FBRと PERKYの組合せで利用経験が
重ねられてきた。この利用経験に比べると、新しい組合せでの利用経験は非常に少ないので、今
後、利用経験を重ねて検証を行っていく必要がある。

2.2.6 拡散摂動計算コードDIFPERTの導入

拡散摂動計算コードDIFPERTは、原子力機構の前身の核燃料サイクル研究開発機構で 2000年
頃に開発されたコードである。DIFPERTは、PERKYと同等の計算機能をを持つ解析コードであ
り、PERKYに比べると入力データを簡素化することができる。具体的には以下の計算機能を有
する。

• 実効遅発中性子割合

• 即発中性子寿命
• 反応度価値マップ（一次摂動）
• 反応度変化（一次摂動、厳密摂動）

MARBLE3では、摂動計算に関する検証を主な目的として、DIFPERTコードを SCHEME上で利
用できるように整備した。MARBLE上では SCHEME関数として利用できるように整備されてい
るため、DIFPERTの入力データをユーザが直接作成する必要はなくなっているが、1970年代に
開発された PERKYに比べると新しいコードであるので、今後は PERKYに代わる拡散摂動計算
コードとして利用できると期待される。
ただし、MARBLE3では、結合版PEKRKYと同様のインターフェースを持つ、CITATION-FBR、

DIF3Dコードと連携して利用するための SCHEME関数（結合版DIFPERT関数）の整備のみであ
り、分離版 PERKY関数のような拡散計算コードとの組合せを固定せずに利用可能なDIFPERTの
SCHEME関数は整備されていない。

2.2.7 燃焼計算ソルバー BURNUPへの新しい行列指数計算手法の導入

MARBLEの燃焼計算ソルバー BURNUPは、基本的には行列指数法に基づく燃焼計算ソルバー
であり、MARBLE2では行列指数法に基づくソルバーとして以下の解法に対応していた。

• テイラー展開法（ORIGEN2コード 29)を参考にした実装）
• パーデ近似法（SciPy24)のソルバーを利用した実装）
• 固有値分解法（SciPy24)のソルバーを利用した実装）
• クリロフ部分空間法（2007年のクリロフ部分空間法の論文 30)に基づく実装）
• チェビシェフ有理関数近似法 CRAM（2010年の CRAMの論文 31)に基づく実装）

MARBLE3ではこれらの解法に加えて以下の解法を追加した。

• チェビシェフ有理関数近似法 CRAM-PFD（2011年の CRAMの論文 32)に基づく実装）
• チェビシェフ有理関数近似法 CRAM-IPF（2016年の CRAMの論文 33)に基づく実装）
• ミニマックス多項式近似法MMPA（2015年のMMPAの論文 34)に基づく実装）

MARBLE3で追加された解法の詳細については次章で説明する。

2.2.8 一点炉動特性ソルバーの再実装

MARBLE2では、一点炉動特性ソルバー POINTKINETICS15) が導入されたが、このソルバー
では、Blitz++21,22)という C++の数値計算ライブラリが利用されている。Blitz++は C++のテンプ
レートプログラミングの技術を応用した多次元配列に対する高性能の数値計算ライブラリであり、
MARBLE2の開発当時は活発に開発が進められていたが、現在は開発が停止している状態であ
る。GitHubのWebページ 22)によると、Blitz++は、1999年のプログラミング言語C++の ISO標準
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（C99）で開発されており、2011年の C++の ISO標準（C++11）の恩恵を得ることができなくなっ
ているとのことであり、新たなプロジェクトで利用することは推奨されていない。このような状況
から、Blitz++の開発が再度活発化することは期待できないと判断し、MARBLEのメンテナンス性
の観点からBlitz++ライブラリの利用の廃止を検討した。MARBLE2ではBlitz++を利用しているの
は一点炉動特性ソルバー POINTKINETICSだけあり、一点炉動特性ソルバーは C++を使わなくて
も、MARBLEで汎用的に利用している Pythonの数値計算ライブラリNumPy23)、SciPy24)の機能
を使って効率的なソルバーを開発できることが分かったため、NumPy、SciPyを使って一点炉動特
性ソルバーKINETICSを新たに実装することにした。なお、MARBLE3では、POINTKINETICS
ソルバーは廃止されたので、MARBLE3を利用する際に、Blitz++をインストールする必要はなく
なった。

MARBLE3で再実装された一点炉動特性ソルバー KINETICS（Kineticsモジュール）の詳細に
ついては次章で説明する。

2.2.9 燃焼感度解析システム PSAGEPの統合と改良

MARBLE3では、メンテナンス性の観点から、燃焼感度解析コードシステム PSAGEP 35–37)の
MARBLEへの統合を行った。また、MARBLEへの統合後に、PSAGEPの核分裂スペクトルの感
度係数の核種毎の分離機能を拡張したので、この点についても説明する。

2.2.9.1 燃焼感度解析システム PSAGEPの統合

MARBLE2では、核データの単位変化に伴う核特性の変化率である感度係数を計算するための感
度解析コード SAGEP11)を利用できるように整備されたが、SAGEPが計算できるのは燃焼を伴わ
ない核特性に対する感度係数だけであった。一方、燃焼感度係数を計算するための解析コードシス
テムとしては、燃焼感度解析コードシステム PSAGEPが整備されていた。PSAGEPは、FORTRAN
言語で開発された燃焼感度解析コードシステム SAGEP-BURN38–40)を Pythonで制御するように整
備し直したシステムである。

FORTRANで開発された解析コードを Pythonで制御するという考え方は、MARBLEと同じで
あるが、PSAGEPはMARBLEよりも先に開発されたシステムであり、PSAGEPで開発されたフ
レームワークを参考に、MARBLEの開発が進められた。このため、MARBLEのフレームワーク
と PSAGEPのフレームワークは似ている部分もあるが、MARBLEのフレームワークはその後、長
年に亘って改良が続けられため、両者のフレームワークには互換性がなくなっていた。これらの
コードシステムの維持管理や機能拡張を効率的に行っていくためには、両者のフレームワークを
統合するのが望ましい。このため、PSAGEPのフレームワークをMARBLEに統合し、PSAGEPを
MARBLEのサブシステム（marble.psagep）として整備し直した1。これにより、これまでの単独

1厳密には、MARBLE3では、PSAGEPのフレームワークがMARBLEのフレームワークと完全に統合されたわけで
はなく、同様の機能の重複が残っている部分もあるが、開発者はMARBLEと同じ枠組みでテストやバージョン管理を
行えるようになっている。また、MARBLEと PSAGEPの内部の問題であるので、ユーザには特に影響しない。
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システムの PSAGEPの代わりに、MARBLEのサブシステムとして再整備された PSAGEPを利用
できるようになった。

PSAGEPの利用方法については、後述する核分裂スペクトルの感度係数に関する改良以外には
変更点はなく、PSAGEPの実装やテスト、サンプル問題の格納されている場所（ディレクトリ）
の違いに留意すれば、MARBLEのサブシステムとして再整備された PSAGEPは、オリジナルの
PSAGEPと同じように利用することができる。表 2.2.1に、オリジナルの PSAGEPとMARBLE3
に再整備された PSAGEPの格納場所の違いを示す。

表 2.2.1 MARBLE3にサブシステムとして再整備された PSAGEPの格納場所
オリジナルの PSAGEP MARBLEに再整備された PSAGEP

実装　 PSAGEP/sagep MARBLE/marble/psagep
テスト　 PSAGEP/test MARBLE/tests/psagep

テスト用データ兼サンプル問題 PSAGEP/data MARBLE/data/psagep

2.2.9.2 燃焼感度解析システム PSAGEPの改良

オリジナルの PSAGEPでは、核分裂スペクトルの感度係数については、従来の SAGEPコード同
様に、Pu-239とU-235の主要な二つの核分裂性核種に分離することしかできなかったが、MARBLE
に再整備された PSAGEPでは、SAPEPコードと同様の機能拡張が行われ、核分裂性核種の核分裂
率を重みとして、核分裂スペクトルの感度係数を分離する機能が導入されている。
オリジナルの PSAGEPの入力データでは、核分裂スペクトルの感度係数を Pu-239と U-235に

分離するために図 2.2.1のようなオプションを指定する必要があったが、このオプションの指定を
省略すると、核分裂スペクトルの感度係数の分離が自動的に行われる。なお、MARBLEに再整備
された PSAGEPにおいても、核分裂スペクトルの感度係数を Pu-239と U-235に分離するための
オプションは有効であり、図 2.2.1のようにオプションを指定すると、オリジナルの PSAGEPと
同様に、核分裂スペクトルの感度係数を Pu-239と U-235に分離する。

sddb = StandardSensitivityDividerDB()

sddb.set_weights(title=core_name, pu239=8.95832E-04, u235=9.74561E-06)

info_man.setSensitivityDividerDB(sddb)

図 2.2.1 核分裂スペクトルの感度係数を Pu-239とU-235に分離する PSAGEPの入力オプション
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2.3 MARBLE3で利用できる解析コードとソルバー
2.3.1 従来システムの解析コードの利用

MARBLE3では、MARBLE2と同様に従来の高速炉核特性解析コードシステムに含まれる以下
の解析コードのカプセル化が行われており、MARBLEのインターフェースを使って利用すること
ができる。

• 超微細群格子計算コード SLAROM-UF41)

• 拡散計算コード CITATION-FBR9,27)

• 拡散摂動計算コード PERKY19)

• 3次元 XYZ体系輸送計算コード TRITAC25,26)

• 3次元 XYZ体系輸送摂動計算コード SNPERT-3D42)

• 3次元六角体系輸送計算コード NSHEX17)

• 2次元輸送計算コード TWOTRAN10,12)

• 2次元摂動計算コード SNPERT13)

• 感度解析コード SAGEP11)

なお、MARBLEのベースとなっている従来システムは、インターフェースプログラムと呼ばれる
JOINTコードを基盤とした高速炉の核特性解析用コードシステム 9)がベースになっている。

2.3.2 従来システムに含まれていなかった解析コード・ソルバーの利用

これまでの説明をまとめると、MARBLE3では新たに以下の解析コードやソルバーを利用でき
るようになった。

• 3次元六角/三角メッシュ輸送計算コードMINISTRI716)

• 3次元六角/三角メッシュ拡散計算コード D-MINISTRI16)

• CBGシステムの拡散計算コード PLOS43)

（MARBLE2は 3次元 XYZ体系のみに対応、MARBLE3は 2次元 RZ体系にも対応）
• CBGシステムの 2次元 RZ体系輸送計算コード SNRZ43)

• CBGシステムの 3次元 XYZ体系輸送計算コード SNT43)

• 拡散摂動計算コード DIFPERT

その他、MARBLE3にはMARBLE2と同様に Pythonで実装された以下のソルバーも含まれる。

• 衝突確率計算ソルバー PĲ
• 拡散計算ソルバー DIFFUSION
• 摂動計算ソルバー PERTURBATION
• 感度計算ソルバー SENSITIVITY
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• 摂動計算ソルバー PERTURBATION
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• 燃焼計算ソルバー BURNUP
• 設計精度評価ソルバー UNCERTAINTY
• 一点炉動特性解析ソルバー KINETICS
（MARBLE2の POINTKINETICSをMARBLE3では KINETICSとして再整備）

また、MARBLE2と同様に、MARBLE3においても以下の解析コードのライセンスを別途保有し
ていれば、これらのコードをMARBLEのインターフェースを介して実行することができる。

• 拡散計算コード DIF3D28)

• 輸送計算コード PARTISN44)

2.3.3 MARBLE3のサブシステム SCHEMEで利用可能な輸送・拡散計算コード

表 2.3.1にMARBLE3の SCHEMEで利用可能な解析コード・ソルバーをまとめる。この表か
ら、炉心解析でよく用いる体系（2次元 RZ体系、3次元 XYZ体系、3次元 Hex-Z体系、3次元
Tri-Z体系）については、PLOS、D-MINISTRI、SNRZ、SNT、TRITAC、MINISTRI7を用いるこ
とで、国産の解析コード・ソルバーで対応できるようになったことが分かる。

表 2.3.1 SCHEMEで利用可能な輸送・拡散計算コード
体系 手法 コード・ソルバー
1次元球体系　 拡散 DIFFUSION / DIF3D
　 輸送 PARTISN
1次元スラブ体系 衝突確率 PĲ

拡散 DIFFUSION
　 輸送 PARTISN
1次元円柱体系　 衝突確率 PĲ

拡散 DIFFUSION
2次元 XY体系　 拡散 DIFFUSION
2次元 Hex体系　 拡散 DIFFUSION
2次元 Tri体系　 拡散 DIFFUSION
2次元 R𝜃𝜃体系　 拡散 DIFFUSION
2次元 RZ体系　 拡散 DIFFUSION / PLOS / CITATION-FBR / DIF3D

輸送 SNRZ / TWOTRAN / PARTISN
3次元 XYZ体系　 拡散 DIFFUSION / PLOS / CITATION-FBR / DIF3D

輸送 SNT / TRITAC / PARTISN
3次元 R𝜃𝜃Z体系　 拡散 DIFFUSION
3次元 Hex-Z体系　 拡散 DIFFUSION / D-MINISTRI / CITATION-FBR / DIF3D

輸送 MINISTRI7 / NSHEX
3次元 Tri-Z体系　 拡散 DIFFUSION / D-MINISTRI / CITATION-FBR / DIF3D

輸送 MINISTRI7
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3. ソルバーの開発と改良

3.1 チェビシェフ有理関数近似法に基づく燃焼計算ソルバーの改良
MARBLE2の燃焼計算ソルバー BURNUPでは、チェビシェフ有理関数近似法（CRAM: Cheby-

shev rational approximation method）31) に基づく燃焼計算ソルバーを利用することができるが、
MARBLE3では、その後に発表されたCRAMの論文 32,33)に基づいて実装した改良版のCRAMに
基づく BURNUPソルバーについても利用できるように整備した。
この改良版のCRAMに基づくBURNUPソルバーの一部はMARBLEの機能を利用して開発され

た燃焼計算コードCRAMO45)でも利用されている。このため、本章の記載は、CRAMOの報告書 45)

の記載と重複する部分もあるが、MARBLE3ではオリジナルの CRAM31)、改良版の CRAM32,33)

を切り替えて利用することができるので、ここでは改めてこれらの解法について説明する。

3.1.1 数値解法

前述のように、MARBLE2の燃焼計算ソルバーでは CRAMに基づく解法を利用できるように
なっている。このMARBLE2の CRAMに基づく燃焼計算ソルバーのアルゴリズムは、M. Pusaと
J. Leppänenの 2010年の文献 31)に基づいており、計算に必要な有理関数の係数は、この文献で引
用されている 1992年の E. Gallopoulos と Y. Saadの文献 46)に掲載されている 10次と 14次の係
数を使っている。しかしながら、その後も、M. Pusaにより燃焼計算における CRAMの応用に関
する文献が発表されており、2011年の文献 32)には、著者が独自に計算した 14次と 16次の係数
が掲載されている。また、2012年の文献 47)には、1992年の文献 46)に掲載されている 14次の係
数を使うと計算精度が悪くなるという指摘もある。更に、2016年にも文献 33)が公開されており、
この文献では、数値計算誤差をより小さくすることができる IPF（Incomplete Partial Fractions）と
いうアルゴリズムを使うことが提案されており、IPFに対応した 4次から 48次までの係数（4、8、
12、16、20、24、28、32、36、40、44、48次の係数）が掲載されている。なお、この論文では、
従来の計算式は PFD（Partial Fraction Decomposition）と呼ばれているので、ここでは両手法を、
それぞれ、CRAM-IPF、CRAM-PFDと呼んで区別することにする。

MARBLE3では、新しい文献の情報を参考に、CRAMに基づく燃焼計算ソルバーに対して、以
下の 2点の改良を行った。

• 2011年の CRAM論文 32)に基づく、14次と 16次の CRAM-PFDの実装の追加
• 2016年の CRAM論文 33)に基づく、4次から 48次までの CRAM-IPFの実装の追加

なお、後述するように、2010年の論文 31)のアルゴリズムと 2011年の論文 32)のアルゴリズムは同等
であり、いずれもCRAM-PFDと呼ぶべきものと考えられるが、MARBLEの開発では、MARBLE2
において 2010年の論文 31)の手法と 1992年の文献 46)の係数を使った CRAMソルバーが実装さ
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用されている 1992年の E. Gallopoulos と Y. Saadの文献 46)に掲載されている 10次と 14次の係
数を使っている。しかしながら、その後も、M. Pusaにより燃焼計算における CRAMの応用に関
する文献が発表されており、2011年の文献 32)には、著者が独自に計算した 14次と 16次の係数
が掲載されている。また、2012年の文献 47)には、1992年の文献 46)に掲載されている 14次の係
数を使うと計算精度が悪くなるという指摘もある。更に、2016年にも文献 33)が公開されており、
この文献では、数値計算誤差をより小さくすることができる IPF（Incomplete Partial Fractions）と
いうアルゴリズムを使うことが提案されており、IPFに対応した 4次から 48次までの係数（4、8、
12、16、20、24、28、32、36、40、44、48次の係数）が掲載されている。なお、この論文では、
従来の計算式は PFD（Partial Fraction Decomposition）と呼ばれているので、ここでは両手法を、
それぞれ、CRAM-IPF、CRAM-PFDと呼んで区別することにする。

MARBLE3では、新しい文献の情報を参考に、CRAMに基づく燃焼計算ソルバーに対して、以
下の 2点の改良を行った。

• 2011年の CRAM論文 32)に基づく、14次と 16次の CRAM-PFDの実装の追加
• 2016年の CRAM論文 33)に基づく、4次から 48次までの CRAM-IPFの実装の追加

なお、後述するように、2010年の論文 31)のアルゴリズムと 2011年の論文 32)のアルゴリズムは同等
であり、いずれもCRAM-PFDと呼ぶべきものと考えられるが、MARBLEの開発では、MARBLE2
において 2010年の論文 31)の手法と 1992年の文献 46)の係数を使った CRAMソルバーが実装さ

れ、続いて、MARBLE3において、2011年の論文 32)のアルゴリズムと係数を使った CRAMソル
バーが実装された。このため、前者を「CRAM（オリジナル）」、後者を「CRAM-PFD」と呼んで
区別することにする。

3.1.1.1 燃焼方程式の数値解法（行列指数法）

CRAMに基づく燃焼計算ソルバーの基本となる行列指数法を用いた燃焼方程式の数値解法につ
いて簡単に説明する。一般に、燃焼計算は次に示す燃焼方程式を解くことで行われる。

dn(𝑡𝑡)
d𝑡𝑡

= An(𝑡𝑡) (3.1)

ここで、n(𝑡𝑡)は時刻 𝑡𝑡における組成ベクトルを、Aは遷移（燃焼）行列を表す。この方程式を解く
方法のひとつとして行列指数法がある。行列指数法では燃焼方程式の解を以下のように表すこと
ができる。

n(𝑡𝑡) = exp(A𝑡𝑡)n0 (3.2)

ただし、ここで n0 = n(0)である。この式から行列指数の exp(A𝑡𝑡)、あるいは、exp(A𝑡𝑡)n0を計算
できれば、燃焼後の組成ベクトルを計算できることが分かる。

3.1.1.2 CRAM（オリジナル）による行列指数の数値解法（2010年 CRAM論文）

最初に、2010年の CRAM論文 31) に記載されている計算式を確認する。この論文には、スカ
ラーの指数関数を計算する近似式として、以下の式が示されている。

CRAM（オリジナル）のスカラー版【文献記載式】

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑥𝑥) = 𝛼𝛼0 + Re

(
𝑘𝑘/2∑
𝑖𝑖=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗

𝑥𝑥 − 𝜃𝜃𝑖𝑖

)
(3.3)

文献 31)の (24)式

この式を行列に拡張し、燃焼計算で必要になる n(𝑡𝑡)を計算する式として以下の式が示されている。

CRAM（オリジナル）のベクトル版（燃焼計算用）【文献記載式】

n(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒A𝑡𝑡n0 ≈ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (−A𝑡𝑡)n0

= 𝛼𝛼0n0 − Re

(
𝑘𝑘/2∑
𝑖𝑖=1

(𝜃𝜃𝑖𝑖I + A𝑡𝑡)−1 𝛼𝛼𝑖𝑖n0

)
(3.4)

文献 31)の (25)式

しかしながら、この式は、式 (3.3)を行列に拡張した式であるので、逆行列の括弧の中の式の符号
は +ではなく −であると推測される。すなわち、正しい式は以下と考えられる。
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CRAM（オリジナル）のベクトル版（燃焼計算用）【修正版】

n(𝑡𝑡) = 𝛼𝛼0n0 + Re

(
𝑘𝑘/2∑
𝑖𝑖=1

𝛼𝛼𝑖𝑖 (A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑖𝑖I)−1 n0

)
(3.5)

3.1.1.3 CRAM-PFDによる行列指数の数値解法（2011年 CRAM論文）

次に、2011年の CRAM論文 32)に記載されている計算式について確認する。この論文には、ス
カラーの指数関数を計算する式として、以下の式が示されている。

CRAM-PFDのスカラー版【文献記載式】

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑥𝑥) = 𝛼𝛼0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗

𝑥𝑥 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗

��
�

(3.6)

文献 32)の (9)式

この式は、和を取るときの記号と係数が違うだけで、2010年の CRAM論文の計算式（本報告書
の式 (3.3)）と同じ形をしていることが分かる。なお、論文には明示されていないが、この式を行
列に拡張すると以下のような式になると考えられる。

CRAM-PFDの行列版

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (A𝑡𝑡) = 𝛼𝛼0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗
(
A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗I

)−1��
�

(3.7)

更に、燃焼計算用にベクトルを直接計算する場合には、以下のような式になると考えられる。

CRAM-PFDの行列版（燃焼計算用）

n(𝑡𝑡) = exp(A𝑡𝑡)n0 ≈ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (A𝑡𝑡)n0

= 𝛼𝛼0n0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗
(
A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗I

)−1 n0
��
�

(3.8)

実際、論文には以下のような式が記載されており、上記のように拡張して得られた式と考える
ことができる。

CRAM-PFDの行列版（燃焼計算用）【文献記載式】

n = 𝛼𝛼0n0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗
(
A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗I

)−1 n0
��
�

(3.9)

文献 32)の (10)式
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CRAM（オリジナル）のベクトル版（燃焼計算用）【修正版】
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n(𝑡𝑡) = exp(A𝑡𝑡)n0 ≈ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (A𝑡𝑡)n0

= 𝛼𝛼0n0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗
(
A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗I
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実際、論文には以下のような式が記載されており、上記のように拡張して得られた式と考える
ことができる。

CRAM-PFDの行列版（燃焼計算用）【文献記載式】

n = 𝛼𝛼0n0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗
(
A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗I

)−1 n0
��
�

(3.9)

文献 32)の (10)式

この式は、2010年の最初の CRAM論文の計算式の修正版（本報告書の (3.5)式）と同じ形をして
いることが分かる。また、2016年の CRAM論文 33)にも、CRAM-PFDの式として以下の式が示
されているが、この式も同じであることが分かる。

CRAM-PFDの行列版（燃焼計算用）【文献記載式】

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (A𝑡𝑡)n0 = 𝛼𝛼0n0 + 2Re ��
�

𝑘𝑘/2∑
𝑗𝑗=1

𝛼𝛼 𝑗𝑗
(
A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃 𝑗𝑗I

)−1 n0
��
�

(3.10)

文献 33)の (17)式

以上のことから、2010年のオリジナルのCRAM論文 31)の計算方法、2011年のCRAM論文 32)及
び 2016年の CRAM論文 33)で PFDと呼ばれている計算方法は、いずれも同じ計算方法を指して
いると考えられる。
したがって、今回実装する CRAM-PFDは、これまでの実装と計算方法は同じであり、計算に

用いる係数が異なっているだけであると理解できる。

3.1.1.4 CRAM-IPF法による行列指数の数値解法（2016年 CRAM論文）

最後に、2016年の CRAM論文 33)で提案されている CRAM-IPFの計算方法についてまとめる。
この論文には、スカラーの指数関数を計算する式として、以下の式が示されている。

CRAM-IPFのスカラー版【文献記載式】

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (𝑥𝑥) = 𝛼𝛼0

𝑘𝑘/2∏
𝑙𝑙=1

(
1 + 2Re

(
𝛼𝛼𝑙𝑙

𝑥𝑥 − 𝜃𝜃𝑙𝑙

))
(3.11)

文献 33)の (19)式

これまでの論文とは異なり、この論文では、CRAM-IPFに基づく燃焼計算用の式は特に示さ
れておらず、文献 33) には、図 3.1.1のような計算アルゴリズムのみが示されている（文献 33) の
Algorithm 1）。しかしながら、この計算アルゴリズムを参考に実装したみたところ、正しい計算
結果が得られなかった。
このため、これまでの論文と同様に、行列やベクトルの式に拡張して確認する。CRAM-IPFの
スカラーの指数関数の式（本報告書の式 (3.11)）を行列に拡張すると以下のような式になると考
えられる。

CRAM-IPFの行列版

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (A𝑡𝑡) = 𝛼𝛼0

𝑘𝑘/2∏
𝑙𝑙=1

(
I + 2Re

(
𝛼𝛼𝑙𝑙 (A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑙𝑙I)−1

))
(3.12)
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e = [1, 1, · · · , 1]𝑇𝑇

y = n(0)
for 𝑙𝑙 = 1, 2, · · · , 𝑘𝑘/2 do

y = 2Re(𝛼𝛼𝑙𝑙 (A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑙𝑙I)−1y) + e

end for

y = 𝛼𝛼0y

図 3.1.1 文献記載の CRAM-IPFの計算アルゴリズム

ここで、CRAM-PFDの式を行列に拡張する際にスカラーの 𝜃𝜃 𝑗𝑗 は 𝜃𝜃 𝑗𝑗Iに拡張されていることを考
慮して、スカラーの 1は単位行列 Iに拡張した。更に、この式を燃焼計算用のベクトルの式にす
ると以下のようになると考えられる。

CRAM-IPFのベクトル版（燃焼計算用）

𝑟𝑟𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 (A𝑡𝑡)n0 = 𝛼𝛼0

𝑘𝑘/2∏
𝑙𝑙=1

(
n0 + 2Re

(
𝛼𝛼𝑙𝑙 (A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑙𝑙I)−1 n0

))
(3.13)

ただし、ここで、In0 = n0 となることを用いた。この式の計算アルゴリズムは、図 3.1.2のよう
になると考えられる。この図から分かるように、2016年の CRAM論文 33)の Algorithm 1のルー
プの中の式の最後の項の eは、yのタイプミスと思われる。この場合、eの定義は必要なくなる。
実際に、この計算アルゴリズムで実装したところ、他の数値解法と等価な結果が得られるように
なったため、MARBLEの CRAM-IPFに基づく燃焼計算ソルバーの実装では、図 3.1.2に示した計
算アルゴリズムを採用した。
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end for

y = 𝛼𝛼0y

図 3.1.2 CRAM-IPFの計算アルゴリズム（修正版）
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3.1.1.5 補足：逆行列とベクトルの積の数値計算方法

CRAM-IPFの計算アルゴリズムでは、(A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑙𝑙I)−1 yのような逆行列とベクトルの積を計算する
必要がある。同様の計算は、オリジナルの CRAMや CRAM-PFDの計算アルゴリズムでも必要
になるが、MARBLE2の報告書 8)でも説明しているように、この逆行列を計算してからベクトル
との積を計算するのではなく、MARBLE2の CRAMソルバーの実装では、線形方程式の解とし
て最終的に必要となるベクトルを直接計算することで高速化している。このため、CRAM-PFD、
CRAM-IPFの実装においてもこの方法を用いて高速化を行った。
なお、この逆行列とベクトルの積が線形方程式の解として計算できることは次のようにして確

認できる。CRAM-IPFの計算アルゴリズムで計算する必要のある逆行列とベクトルの積を以下の
ようにおく。

x = (A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑙𝑙I)−1 y (3.14)

このとき、xは以下の線形方程式の解として計算することができる。

(A𝑡𝑡 − 𝜃𝜃𝑙𝑙I) x = y (3.15)

3.1.2 実装

燃焼計算に必要な燃焼チェーンや初期組成の入力設定等の機能は、既にMARBLEの機能として
実装されているので、MARBLE3では、基本的にCRAMに基づく行列指数の計算機能のみを追加
した。MARBLE3では、MARBLE2でも利用可能であったCRAM（オリジナル）に基づく行列指数
計算モジュールCramMatrixExponentialに加えて、CRAM-PFD、CRAM-IPFに基づく行列指数計算
モジュールとして、それぞれ、CramPfdMatrixExponentialモジュール、CramIpfMatrixExponential
モジュールが追加されている。これらのモジュールには、以下に示すような関数が含まれている。

• marble.solvercore.burnup.CramPfdMatrixExponential

– get_pfd_coefficients関数（CRAM-PFDの係数の定義）
– exp関数（スカラー版）
– expm関数（行列版（逆行列計算））
– expv_ver0関数（ベクトル版（逆行列計算））
– expv関数（ベクトル版（線形方程式計算））

• marble.solvercore.burnup.CramIpfMatrixExponential

– get_ipf_coefficients関数（CRAM-IPFの係数の定義）
– exp関数（スカラー版）
– expm関数（行列版（逆行列計算）、(3.12)式の直訳的実装）
– expv_ver0関数（ベクトル版（逆行列計算）、(3.13)式の直訳的実装）
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– expv_algorithm1関数（ベクトル版（逆行列計算）、図 3.1.2の修正版アルゴリズム）
– expv関数（ベクトル版（線形方程式計算）、図 3.1.2の修正版アルゴリズム）

実用上は、最も計算効率の良い expv関数のみがあればよく、実際、SCHEMEや ORPHEUSの
BURNUPソルバーとしては expv関数を使用しているが、アルゴリズムの確認等に利用したスカ
ラー版の指数関数や他のアルゴリズムに基づく行列指数関数の実装も含まれている。

3.1.3 検証

MARBLE3で追加された CRAM-IPFに基づく燃焼計算ソルバーの実装については、フランス
の原子力・代替エネルギー庁（CEA）で開発されているMENDELコードシステム 48)とのベンチ
マークを実施している 49)。このベンチマークでは、Pu-239の瞬時照射に対する崩壊熱計算のベン
チマークと高速炉を対象とした燃焼計算のベンチマークが行われた。
崩壊熱計算のベンチマークでは、MARBLEのCRAM-PFDソルバーが用いられたが、MARBLE

とMENDELの結果はよく一致することが確認された。冷却期間を通して、β線による発熱、γ線
による発熱、発熱の合計のいずれで比較しても、0.01%以下の差で一致することが示されている。
燃焼計算のベンチマークでは、MARBLE、MENDELの双方で独立に実装された CRAM-IPFソ

ルバーを使ったベンチマークが行われた。このベンチマークでは、JENDL-3.3に基づくORIGEN2
ライブラリ（ORLIBJ33）50)をMARBLE、MENDELのそれぞれで読込み、典型的な高速炉の酸化
物燃料組成を 375日間照射した後の原子数密度の計算結果の比較を行った。このベンチマークで
はMARBLE、MENDELともに 48次の CRAM-IPMソルバーが用いられた。このベンチマークで
は、Pd-102、Cd-108、Cd-109、Sn-114、Ba-132の 5核種で数%から 10%の差が見られたものの、
ORIGEN2で計算対象としている他の全ての核種については、0.2%以下の差で一致したことが示
されている。
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3.2 ミニマックス多項式近似法に基づく燃焼計算ソルバーの整備
前述のチェビシェフ有理関数近似法に加えて、2015年にもう一つ別の新しい燃焼計算手法とし
て、ミニマックス多項式近似（MMPA: Mini-Max Polynomial Approximation）法が提案された 34)。
MARBLE3では、このMMPA法に基づく燃焼計算ソルバーも整備した。

3.2.1 数値解法
3.2.1.1 燃焼方程式の数値解法（行列指数法）

MMPA法は CRAMと同様に行列指数法を用いた燃焼方程式の数値解法である。CRAMの数値
解法の説明の際に示した燃焼方程式と行列指数法による解の式を再掲する。前述のように、行列
指数法では、燃焼方程式

dn(𝑡𝑡)
d𝑡𝑡

= An(𝑡𝑡) (3.16)

に対する解を以下のように表すことができる。

n(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒A𝑡𝑡n0 (3.17)

3.2.1.2 MMPA法による行列指数の数値解法

MMPA法を用いると、スカラー値 𝑥𝑥の指数関数に対して以下の近似式が成り立つ 34)。

𝑒𝑒𝑥𝑥 ≈ 𝑓𝑓 (𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 +
𝑛𝑛∑
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖

( 𝑥𝑥 + 𝑐𝑐

𝑥𝑥 − 𝑐𝑐

) 𝑖𝑖
(3.18)

文献 34)の (14)式

この式を行列の式に拡張すると以下の式が得られる。

𝑒𝑒A𝑡𝑡 ≈ 𝑎𝑎0I +
𝑛𝑛∑
𝑖𝑖=1

𝑎𝑎𝑖𝑖

(
(A𝑡𝑡 + 𝑐𝑐I) (A𝑡𝑡 − 𝑐𝑐I)−1

) 𝑖𝑖
(3.19)

文献 34)の (4)式

ただし、ここで、𝑎𝑎𝑖𝑖 は近似係数、𝑛𝑛は展開次数、𝑐𝑐は任意の定数である。
なお、32次のときは、任意の定数 𝑐𝑐 = 24.1のときに (3.19)式の誤差が最小になる 34)ことが示
されており、文献 34)の Table 1に、このときの近似係数 𝑎𝑎0, 𝑎𝑎1, · · · , 𝑎𝑎32が示されている。

MARBLE3ではこの文献のアルゴリズムと係数を使ってMMPA法に基づく燃焼計算ソルバー
を実装した。

3.2.1.3 多項式の計算アルゴリズム

基本的には、式 (3.19)に基づいて実装すればよいが、(3.19)式に含まれる多項式を式のとおり
に単純に計算すると効率が悪くなるので、数値計算上の工夫が必要となる。
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(1) 単純な方法

例えば、以下のような多項式

𝑝𝑝𝑛𝑛 (𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2 + · · · + 𝑎𝑎𝑛𝑛−1𝑥𝑥

𝑛𝑛−1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥
𝑛𝑛 (3.20)

を式のとおりに計算すると

0 + 1 + 2 + · · · + 𝑛𝑛 =
𝑛𝑛(𝑛𝑛 + 1)

2
(3.21)

回の乗算が必要になる。
この式の計算アルゴリズムを Pythonを使った疑似コードで書くと図 3.2.1のようになる。燃焼

計算ソルバーの実装では、xは行列になるので、行列のべき乗を繰り返すことになってしまい、こ
の計算アルゴリズムでは非常に計算効率が悪くなってしまう。このため、ここでは、多項式の効
率的な計算方法としてよく知られているホーナー法を使って実装した。

px = 0

for i, ai in enumerate(a):

px += ai * x**i

図 3.2.1 単純な多項式の計算アルゴリズム

(2) ホーナー法（行列-行列積）

ホーナー法では、式 (3.20)で表される多項式を以下のように変形して計算する。

𝑝𝑝𝑛𝑛 (𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2 + · · · + 𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑖𝑖 + · · · + 𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑛𝑛−1 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎𝑛𝑛)) · · · ) · · · )) (3.22)

この式を用いると、𝑛𝑛回の乗算で計算することができる。しかしながら、このように一般的に 𝑛𝑛次
の場合について式を書くと繰り返し計算の関係が分かりにくいので、次数を固定して 4次の場合
で説明する。この場合の多項式（4次多項式）は以下のように変形できる。

𝑝𝑝4(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥

3 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
4

= 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑥𝑥

2 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
3)

= 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑥𝑥 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
2))

= 𝑎𝑎0 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥)))

= 𝑎𝑎0 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎4)))) (3.23)

この式において、括弧の内側から順番に計算していくと考えると、4次多項式は 4回の乗算（こ
の式からの類推として 𝑛𝑛次多項式は 𝑛𝑛回の乗算）で計算できることが分かる。
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の場合について式を書くと繰り返し計算の関係が分かりにくいので、次数を固定して 4次の場合
で説明する。この場合の多項式（4次多項式）は以下のように変形できる。

𝑝𝑝4(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥

3 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
4

= 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑥𝑥

2 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
3)

= 𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2𝑥𝑥 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑥𝑥 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
2))

= 𝑎𝑎0 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥)))

= 𝑎𝑎0 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎4)))) (3.23)

この式において、括弧の内側から順番に計算していくと考えると、4次多項式は 4回の乗算（こ
の式からの類推として 𝑛𝑛次多項式は 𝑛𝑛回の乗算）で計算できることが分かる。

この計算アルゴリズムを Pythonを使った疑似コードで書くと図 3.2.2のようになる。スカラー
の多項式の場合は、この計算アルゴリズムで十分であるが、前述のように、ここでは、行列の多
項式を計算しなければならないので、pxと xは行列となり、このアルゴリズムを使うと 𝑛𝑛回の行
列と行列の積の計算が必要になる。

px = a[-1]

for ai in reversed(a[:-1]):

px = x * px + ai

図 3.2.2 ホーナー法による多項式の計算アルゴリズム（行列-行列積）

一方で、前述のように、燃焼方程式を解くという目的においては、必ずしも、exp(A𝑡𝑡)で表され
る行列を求める必要はなく、exp(A𝑡𝑡)n0で表されるベクトルが得られれば良い。このことを利用す
ると、更に計算量を減らすことができる。

(3) ホーナー方法（行列-ベクトル積）

燃焼方程式の解としては、行列 𝑝𝑝𝑛𝑛 (𝑥𝑥)に初期値のベクトル 𝑣𝑣をかけたベクトルが得られれば十
分である。したがって、以下のような式変形が可能であることを考慮すると、𝑛𝑛回の行列とベク
トルの積の計算で済むことが分かる。

𝑝𝑝4(𝑥𝑥)𝑣𝑣 = (𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥

3 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
4)𝑣𝑣

= 𝑎𝑎0𝑣𝑣 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2𝑣𝑣 + 𝑎𝑎3𝑥𝑥

3𝑣𝑣 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
4𝑣𝑣

= 𝑎𝑎0𝑣𝑣 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑎𝑎2𝑥𝑥
2𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑥𝑥

2𝑣𝑣 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
3𝑣𝑣)

= 𝑎𝑎0𝑣𝑣 + 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑥𝑥𝑣𝑣 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥
2𝑣𝑣))

= 𝑎𝑎0𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑣𝑣 + 𝑎𝑎4𝑥𝑥𝑣𝑣)))

= 𝑎𝑎0𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎1𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎2𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎3𝑣𝑣 + 𝑥𝑥(𝑎𝑎4𝑣𝑣)))) (3.24)

この計算アルゴリズムを Pythonを用いた疑似コードで書くと図 3.2.3のようになる。この場合、x
は行列、pxvはベクトル、aiはスカラーになるので、𝑛𝑛回の行列とベクトルの積と、(𝑛𝑛 + 1)回の
ベクトルとスカラーの積で計算できることが分かる。

pxv = a[-1] * v

for ai in reversed(a[:-1]):

pxv = x * pxv + ai * v

図 3.2.3 ホーナー法による多項式の計算アルゴリズム（行列-ベクトル積）
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3.2.2 実装

CRAMに基づく燃焼計算ソルバーの実装と同様に、燃焼計算に必要な燃焼チェーンや初期組成の
入力設定等の機能は、既にMARBLEの機能として実装されているので、MARBLE3では、基本的に
MMPA法に基づく行列指数の計算機能のみ追加した。具体的には、MARBLE3では、MMPA法に基
づく行列指数を計算するMmpaMatrixExponentialモジュールを実装した。MmpaMatrixExponential
モジュールには、以下に示すような関数が含まれている。

• marble.solvercore.burnup.MmpaMatrixExponential

– get_mmpa_coefficients関数（MMPAの近似係数の定義）
– exp関数（MMPA法に基づくスカラー指数計算）
– expm_ver0関数（MMPA法に基づく行列指数計算（単純な多項式の計算法））
– expm関数（MMPA法に基づく行列指数計算（ホーナー法：行列-行列積））
– expv関数（MMPA法に基づく行列指数計算（ホーナー法：行列-ベクトル積））

CRAMの実装と同様に、実用上は、最も計算効率の良い expv関数のみがあればよいが、アルゴ
リズムの確認等に利用したスカラー版の指数関数や他のアルゴリズムに基づく行列指数関数の実
装も含まれている。

3.2.3 検証

MmpaMatrixExponentialモジュールに含まれる関数に対する単体テストでは、他の行列指数関
数のモジュールと同様に、乱数で作成した 3 × 3行列に対して行列指数計算を行い、SciPyが提供
するパーデ近似に基づく行列指数の関数（scipy.linalg.expm）と等価な結果が得られることを確認
している。また、MMPA法に基づく燃焼計算ソルバーの単体テストでは、他の解法に基づく燃焼
計算ソルバーと同様に、MARBLEが提供する重核種のみの燃焼チェーン（standard2006）を使っ
た計算において、テイラー展開法に基づく燃焼計算ソルバーと等価な結果が得られることを確認
している。

MMPA法に基づく燃焼計算ソルバーについては、CRAMに基づく燃焼計算ソルバーのような他
のコードシステムとのベンチマークは実施できていないので、今後、より規模の大きい燃焼チェー
ンを用いた検証計算が必要と考えられる。
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た計算において、テイラー展開法に基づく燃焼計算ソルバーと等価な結果が得られることを確認
している。

MMPA法に基づく燃焼計算ソルバーについては、CRAMに基づく燃焼計算ソルバーのような他
のコードシステムとのベンチマークは実施できていないので、今後、より規模の大きい燃焼チェー
ンを用いた検証計算が必要と考えられる。

3.3 一点炉動特性ソルバーの再実装
MARBLE2には、一点炉動特性方程式を解くためのソルバーとして Pointkineticsモジュール 15)

が組み込まれていた。しかしながら、前述のように、Pointkineticsモジュールの実装では、現在、
開発が実質上停止している C++の数値計算ライブラリを利用していたため、MARBLE3では、イ
ンストールの煩雑さとソースコードの維持管理の煩雑さを緩和するために、Pythonの数値計算ラ
イブラリを使って再実装し、同等の機能を持つ Kinetics モジュールとして整備し直した。また、
Blitz++は標準的な Linuxのディストリビューションにおいてパッケージとして提供されていない
ことも多く、MARBLEをインストールを難しくする原因の一つとなっていた。このため、Python
の標準的な数値計算ライブラリとして広く利用されており、インストールが容易で扱いやすく、
MARBLEでも汎用的な数値計算ライブラリとして利用しているNumPy23)と SciPy24)を使って再
実装した。
ここでは、一点炉動特性ソルバーKINETICS（Kineticsモジュール）の実装について説明する。

Pointkineticsの報告書 15)には、Pointkineticsモジュールの実装に用いた一点炉動特性方程式の数
値解法が詳細に記載されている。Kineticsモジュールもこの報告書の記述に基づいて再実装した
ので、Pointkineticsの報告書の説明があれば、今回再実装したKineticsモジュールの実装について
も理解できると考えられる。しかしながら、少し補足説明があると理解しやすい部分もあるので、
Pointkineticsの報告書と繰り返しになる部分も多いが、Kineticsモジュールの実装に用いた式を再
掲して、Kineticsモジュールの実装について説明する。ただし、Pointkineticsの報告書の式から一
部の記号を変更している。また、変数を明示する等の微修正を行っている部分もある。

3.3.1 数値解法
3.3.1.1 一点炉動特性方程式

一点炉動特性方程式は以下のように表すことができる。
d𝑛𝑛
d𝑡𝑡

=
𝜌𝜌(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) +

∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆 (3.25)

d𝐶𝐶𝑖𝑖

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽𝑖𝑖
Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) (3.26)

Pointkineticsの報告書の (2-16) – (2-17)式

ただし、ここで、

𝑛𝑛(𝑡𝑡) : 時刻 𝑡𝑡における中性子の数密度
𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) : 時刻 𝑡𝑡における第 𝑖𝑖群の遅発中性子先行核の濃度
𝑆𝑆 : 外部中性子源
𝜌𝜌(𝑡𝑡) : 時刻 𝑡𝑡における反応度
𝛽𝛽𝑖𝑖 : 第 𝑖𝑖群の遅発中性子先行核の遅発中性子割合
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𝛽𝛽 : 遅発中性子割合の合計（𝛽𝛽 ≡ ∑
𝑖𝑖 𝛽𝛽𝑖𝑖）

𝜆𝜆𝑖𝑖 : 第 𝑖𝑖群の遅発中性子先行核の崩壊定数
Λ : 中性子生成時間

である。

3.3.1.2 一点炉動特性方程式の参照解

最初に、Pointkineticsモジュールで実装されている参照解の式についてまとめる。

(1) ステップ入力に対する厳密解

ステップ状の反応度 𝜌𝜌が投入されたときの時刻 𝑡𝑡における中性子数密度は、解析的に求めるこ
とが可能であり、以下の式で表される 15)。

𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝑛𝑛0
∑
𝑗𝑗

𝐴𝐴 𝑗𝑗 exp(𝜔𝜔 𝑗𝑗 𝑡𝑡) + 𝑆𝑆
∑
𝑗𝑗

𝐵𝐵 𝑗𝑗

𝜔𝜔 𝑗𝑗

(
exp(𝜔𝜔 𝑗𝑗 𝑡𝑡) − 1

)
(3.27)

Pointkineticsの報告書の (2-28)式

ただし、ここで、𝑛𝑛0は時刻 𝑡𝑡 = 0における中性子数密度であり、

𝐴𝐴 𝑗𝑗 =

Λ +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖
𝜔𝜔𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

Λ +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝜔𝜔𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑖𝑖)2

(3.28)

𝐵𝐵 𝑗𝑗 =
Λ

Λ +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖

(𝜔𝜔𝑖𝑖 + 𝜆𝜆𝑖𝑖)2

(3.29)

Pointkineticsの報告書の (2-26) – (2-27)式

である。また、𝜔𝜔𝑖𝑖 は、以下の特性方程式（逆時間方程式）の解を表す。

Λ𝜔𝜔 + 𝛽𝛽 − 𝜌𝜌 −
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

= 0 (3.30)

Pointkineticsの報告書の (2-24)式

Pointkineticsの報告書に記載されているように、Pointkineticsモジュールでは、逆時間方程式をニュー
トン法により解いている。この部分を Pythonで実装すると計算に時間がかかるため、Pointkinetics
モジュールでは C++（Blitz++）を使って実装している。一方、今回再実装したKineticsモジュー
ルでは、逆時間方程式を Scipyのライブラリで提供されている Brent法に基づいて最小値を求め
る関数（scipy.optimize.brentq）を用いて逆時間方程式を解くようにした。なお、scipy.optimizeで
はニュートン法の関数（scipy.optimize.newton）や他の解法に基づく関数も提供されている。この
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モジュールでは C++（Blitz++）を使って実装している。一方、今回再実装したKineticsモジュー
ルでは、逆時間方程式を Scipyのライブラリで提供されている Brent法に基づいて最小値を求め
る関数（scipy.optimize.brentq）を用いて逆時間方程式を解くようにした。なお、scipy.optimizeで
はニュートン法の関数（scipy.optimize.newton）や他の解法に基づく関数も提供されている。この

ため、Pointkineticsと同様にニュートン法の関数を使った実装も試してみたが、安定して解を見
つけられないことがあったため、Kineticsモジュールでは Brent法に基づく関数を利用することに
した。

(2) 線形近似解

ある定常状態（中性子の数密度、遅発中性子先行核の濃度、反応度を、それぞれ、𝑛𝑛0、𝐶𝐶𝑖𝑖0、𝜌𝜌0

とする）仮定し、反応度の変化が発生した際の中性子数密度、遅発中性子先行核濃度の変化を以
下のように表す。

𝜌𝜌 = 𝜌𝜌0 + 𝛿𝛿𝜌𝜌 (3.31)

𝑛𝑛 = 𝑛𝑛0 + 𝛿𝛿𝑛𝑛 (3.32)

𝐶𝐶𝑖𝑖 = 𝐶𝐶𝑖𝑖0 + 𝛿𝛿𝐶𝐶𝑖𝑖 (3.33)

Pointkinetics報告書の (2-29) – (2-30)式

このとき、線形近似を使うと反応度のランプ入力や正弦波入力に対する解を解析的に求めること
ができる 15)。

(3) 線形近似解（ランプ入力）

以下のような反応度のランプ入力に対して、

𝛿𝛿𝜌𝜌(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎𝑡𝑡 (3.34)

Pointkinetics報告書の (2-44)式

時刻 𝑡𝑡における反応度変化は以下の式で表される。

𝛿𝛿𝑛𝑛(𝑡𝑡) = 𝑛𝑛0
∑
𝑖𝑖

𝑎𝑎𝑎𝑎 𝑗𝑗

(
1
𝜔𝜔2

𝑗𝑗

(
exp(𝜔𝜔 𝑗𝑗 𝑡𝑡) − 1

)
− 𝑡𝑡

𝜔𝜔 𝑗𝑗

)
(3.35)

Pointkinetics報告書の (2-47)式

ただし、ここで、

𝑎𝑎 𝑗𝑗 =
1

Λ +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
(𝜔𝜔 𝑗𝑗 + 𝜆𝜆𝑖𝑖)2

(3.36)

Pointkinetics報告書の (2-43)式

である。
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(4) 線形近似解（正弦波入力）

以下のような反応度の正弦波入力に対して、

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎 sin
(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇
𝑡𝑡

)
(3.37)

Pointkinetics報告書の (2-48)式

時刻 𝑡𝑡における反応度変化は以下の式で表される。

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) = 𝛿𝛿0
∑
𝑗𝑗

𝑎𝑎
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

𝐴𝐴 𝑗𝑗

𝜔𝜔2
𝑗𝑗 +

(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

)2

���
�
exp(𝜔𝜔 𝑗𝑗 𝑡𝑡) −

𝜔𝜔 𝑗𝑗

2𝜋𝜋
𝑇𝑇

sin
(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇
𝑡𝑡

)
− cos

(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇
𝑡𝑡

)���
�

(3.38)

Pointkinetics報告書の (2-51)式

ただし、ここで、𝐴𝐴 𝑗𝑗 は式 (3.36)で表される。

3.3.1.3 一点炉動特性方程式の数値解法

続いて、Pointkineticsモジュールで実装されている数値解法の式についてまとめる。

(1) 行列とベクトルを用いた一般的な表式

Pointkineticsの報告書の第 3章の冒頭で説明されているように、一点炉動特性方程式の解法は、
特殊な手法を除けば、連立一階微分方程式の一般的な解法として議論することができる。
遅発中性子先行核が 𝑁𝑁 群の場合について、一点炉動特性方程式を具体的に遅発中性子先行核

𝑖𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑁𝑁 について書くと、以下のような (𝑁𝑁 + 1)元連立一階微分方程式になる。



d𝛿𝛿
d𝑡𝑡

=
𝛿𝛿 − 𝛽𝛽

Λ
𝛿𝛿 + 𝜆𝜆1𝐶𝐶1 + 𝜆𝜆2𝐶𝐶2 + · · · + 𝜆𝜆𝑁𝑁𝐶𝐶𝑁𝑁 + 𝑆𝑆

d𝐶𝐶1

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽1

Λ
𝛿𝛿 − 𝜆𝜆1𝐶𝐶1

d𝐶𝐶2

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽2

Λ
𝛿𝛿 − 𝜆𝜆2𝐶𝐶2

...

d𝐶𝐶𝑁𝑁

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽𝑁𝑁
Λ

𝛿𝛿 − 𝜆𝜆𝑁𝑁𝐶𝐶𝑁𝑁

(3.39)
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(4) 線形近似解（正弦波入力）

以下のような反応度の正弦波入力に対して、

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎 sin
(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇
𝑡𝑡

)
(3.37)

Pointkinetics報告書の (2-48)式

時刻 𝑡𝑡における反応度変化は以下の式で表される。

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) = 𝛿𝛿0
∑
𝑗𝑗

𝑎𝑎
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

𝐴𝐴 𝑗𝑗

𝜔𝜔2
𝑗𝑗 +

(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇

)2

���
�
exp(𝜔𝜔 𝑗𝑗 𝑡𝑡) −

𝜔𝜔 𝑗𝑗

2𝜋𝜋
𝑇𝑇

sin
(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇
𝑡𝑡

)
− cos

(
2𝜋𝜋
𝑇𝑇
𝑡𝑡

)���
�

(3.38)

Pointkinetics報告書の (2-51)式

ただし、ここで、𝐴𝐴 𝑗𝑗 は式 (3.36)で表される。

3.3.1.3 一点炉動特性方程式の数値解法

続いて、Pointkineticsモジュールで実装されている数値解法の式についてまとめる。

(1) 行列とベクトルを用いた一般的な表式

Pointkineticsの報告書の第 3章の冒頭で説明されているように、一点炉動特性方程式の解法は、
特殊な手法を除けば、連立一階微分方程式の一般的な解法として議論することができる。
遅発中性子先行核が 𝑁𝑁 群の場合について、一点炉動特性方程式を具体的に遅発中性子先行核

𝑖𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑁𝑁 について書くと、以下のような (𝑁𝑁 + 1)元連立一階微分方程式になる。



d𝛿𝛿
d𝑡𝑡

=
𝛿𝛿 − 𝛽𝛽

Λ
𝛿𝛿 + 𝜆𝜆1𝐶𝐶1 + 𝜆𝜆2𝐶𝐶2 + · · · + 𝜆𝜆𝑁𝑁𝐶𝐶𝑁𝑁 + 𝑆𝑆

d𝐶𝐶1

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽1

Λ
𝛿𝛿 − 𝜆𝜆1𝐶𝐶1

d𝐶𝐶2

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽2

Λ
𝛿𝛿 − 𝜆𝜆2𝐶𝐶2

...

d𝐶𝐶𝑁𝑁

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽𝑁𝑁
Λ

𝛿𝛿 − 𝜆𝜆𝑁𝑁𝐶𝐶𝑁𝑁

(3.39)

したがって、一点炉動特性方程式は、以下のように行列とベクトルを使って表すことができる。

����������������
�

d𝑛𝑛
d𝑡𝑡

d𝐶𝐶1

d𝑡𝑡
d𝐶𝐶2

d𝑡𝑡
...

d𝐶𝐶𝑁𝑁

d𝑡𝑡

����������������
�

=

����������������
�

𝜌𝜌 − 𝛽𝛽

Λ
𝑛𝑛 𝑛𝑛1 𝑛𝑛2 · · · 𝑛𝑛𝑁𝑁

𝛽𝛽1

Λ
−𝑛𝑛1 0 · · · 0

𝛽𝛽2

Λ
0 −𝑛𝑛2

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

𝛽𝛽𝑁𝑁
Λ

0 · · · 0 −𝑛𝑛𝑁𝑁

����������������
�

��������
�

𝑛𝑛

𝐶𝐶1

𝐶𝐶2
...

𝐶𝐶𝑁𝑁

��������
�

+

��������
�

𝑆𝑆

0
0
...

0

��������
�

(3.40)

すなわち、一点炉動特性方程式は、行列A、ベクトル 𝒙𝒙、𝒃𝒃を使って、以下のような一般的な形式
で表すことができる。

d𝒙𝒙
d𝑡𝑡

= A𝒙𝒙 + 𝒃𝒃 (3.41)

Pointkinetics報告書の (3-1)式

なお、本報告書では、上式のように、行列を大文字のゴシック体、ベクトルを小文字の斜体ゴシッ
ク体で表すことにする。

(2) 行列指数法

行列指数法を用いた場合、時刻 𝑡𝑡𝑛𝑛+1における解は一つ前の時刻 𝑡𝑡𝑛𝑛における解を使って以下のよ
うに計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = −A−1𝒃𝒃 + exp(Δ𝑡𝑡A) (𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + A−1𝒃𝒃) (3.42)

Pointkinetics報告書の (3-8)式

指数行列の計算には、Scipyの関数（scipy.linalg.expm）を使うことができる。この関数は Padé近
似で行列指数を計算するものであり、Pointkineticsモジュールの実装でも用いられていた。また、
この方法ではAの逆行列を計算する必要があるが、Aは、例えば、遅発中性子先行核が 6群の場
合、7 × 7の行列でありそれほど大きな行列ではないので、NumPyの関数（numpy.linalg.inv）を
利用した。
なお、この式の導出については、Pointkineticsの報告書でも説明されているが、この行列指数法
が Kineticsモジュールにおける実質上の標準解法となるので、この式の導出の詳細を以下にまと
める。

(3) 行列指数法の式の導出の詳細

Pointkineticsの報告書の第 3章に示されているように、𝒙𝒙′ (𝑡𝑡)を以下のように定義する。
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𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) ≡ 𝒙𝒙(𝑡𝑡) + A−1𝒃𝒃 (3.43)

Pointkinetics報告書の (3-9)式

このとき、一点炉動特性方程式は以下のように表される。
d
d𝑡𝑡

(
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) − A−1𝒃𝒃

)
= A

(
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) − A−1𝒃𝒃

)
+ 𝒃𝒃

d
d𝑡𝑡
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) = A𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) − AA−1𝒃𝒃 + 𝒃𝒃

d
d𝑡𝑡
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) = A𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) (3.44)

この微分方程式の解は、行列指数を用いて以下のように表すことができる。

𝒙𝒙′ (𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = exp(Δ𝑡𝑡A)𝒙𝒙′ (𝑡𝑡𝑛𝑛) (3.45)

この式に式 (3.43)を代入すると以下の式が得られる。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) + A−1𝒃𝒃 = exp(Δ𝑡𝑡A)
(
𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + A−1𝒃𝒃

)

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = −A−1𝒃𝒃 + exp(Δ𝑡𝑡A)
(
𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + A−1𝒃𝒃

)
(3.46)

この式は、式 (3.42)と同じであることが確認できる。

(4) 陽解法

陽解法を用いた場合、以下のように計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡 (A𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + 𝒃𝒃) (3.47)

Pointkinetics報告書の (3-16)式

(5) 陰解法

陰解法を用いた場合、以下のように計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = (I − Δ𝑡𝑡A)−1 (𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡𝒃𝒃) (3.48)

Pointkinetics報告書の (3-17)式

(6) 𝜃𝜃法

𝜃𝜃法を用いた場合、以下のように計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = (I − 𝜃𝜃Δ𝑡𝑡A)−1 ((I + (1 − 𝜃𝜃)Δ𝑡𝑡A) 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡𝒃𝒃) (3.49)

Pointkinetics報告書の (3-19)式
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𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) ≡ 𝒙𝒙(𝑡𝑡) + A−1𝒃𝒃 (3.43)

Pointkinetics報告書の (3-9)式

このとき、一点炉動特性方程式は以下のように表される。
d
d𝑡𝑡

(
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) − A−1𝒃𝒃

)
= A

(
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) − A−1𝒃𝒃

)
+ 𝒃𝒃

d
d𝑡𝑡
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) = A𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) − AA−1𝒃𝒃 + 𝒃𝒃

d
d𝑡𝑡
𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) = A𝒙𝒙′ (𝑡𝑡) (3.44)

この微分方程式の解は、行列指数を用いて以下のように表すことができる。

𝒙𝒙′ (𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = exp(Δ𝑡𝑡A)𝒙𝒙′ (𝑡𝑡𝑛𝑛) (3.45)

この式に式 (3.43)を代入すると以下の式が得られる。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) + A−1𝒃𝒃 = exp(Δ𝑡𝑡A)
(
𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + A−1𝒃𝒃

)

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = −A−1𝒃𝒃 + exp(Δ𝑡𝑡A)
(
𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + A−1𝒃𝒃

)
(3.46)

この式は、式 (3.42)と同じであることが確認できる。

(4) 陽解法

陽解法を用いた場合、以下のように計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡 (A𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + 𝒃𝒃) (3.47)

Pointkinetics報告書の (3-16)式

(5) 陰解法

陰解法を用いた場合、以下のように計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = (I − Δ𝑡𝑡A)−1 (𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡𝒃𝒃) (3.48)

Pointkinetics報告書の (3-17)式

(6) 𝜃𝜃法

𝜃𝜃法を用いた場合、以下のように計算することができる 15)。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = (I − 𝜃𝜃Δ𝑡𝑡A)−1 ((I + (1 − 𝜃𝜃)Δ𝑡𝑡A) 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡𝒃𝒃) (3.49)

Pointkinetics報告書の (3-19)式

(7) ルンゲクッタ法

Pointkineticsの報告書では、スカラーの 𝑥𝑥 に対するルンゲクッタの法の説明がされているが、
NumPyの配列を使ってベクトルの 𝒙𝒙に対して直接実装することができるので、ここでは、他の解
法と同様にベクトルの 𝒙𝒙を使って実装の式を整理する。Pointkineticsモジュールでは 4次のルン
ゲクッタ法を用いていたので、Kineticsモジュールでも同じ方法を用いた。
以下の微分方程式に対する解は、

d𝒙𝒙
d𝑡𝑡

= 𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑡 𝒙𝒙) (3.50)

Pointkinetics報告書の (3-23)式

4次のルンゲクッタ法を用いると以下のように表すことができる。

𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) +
Δ𝑡𝑡
6

(𝑘𝑘1 + 2𝑘𝑘2 + 2𝑘𝑘3 + 𝑘𝑘4) (3.51)

Pointkinetics報告書の (3-28)式

ただし、ここで、

𝑘𝑘1 = 𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑛𝑛𝑡 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛)) (3.52)

𝑘𝑘2 = 𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑛𝑛 +
Δ𝑡𝑡
2
𝑡 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) +

Δ𝑡𝑡
2
𝑘𝑘1) (3.53)

𝑘𝑘3 = 𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑛𝑛 +
Δ𝑡𝑡
2
𝑡 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) +

Δ𝑡𝑡
2
𝑘𝑘2) (3.54)

𝑘𝑘4 = 𝑓𝑓 (𝑡𝑡𝑛𝑛 + Δ𝑡𝑡𝑡 𝒙𝒙(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡𝑘𝑘3) (3.55)

Pointkinetics報告書の (3-24) – (3-27)式

である。

(8) 時間積分法

Pointkineticsの報告書に記載されているように、時間積分法は一点炉動特性方程式に特化した
解法であり、時刻 𝑡𝑡𝑛𝑛+1における中性子数密度、遅発中性子先行核濃度は、それぞれ、以下の式で
計算することができる 15)。

𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛+1)

=

(
1 + Δ𝑡𝑡

∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖
Λ

(
1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡
− exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

))
𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛) + Δ𝑡𝑡

∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡) + 𝑆𝑆Δ𝑡𝑡

1 − Δ𝑡𝑡
𝜌𝜌 − 𝛽𝛽

Λ
− Δ𝑡𝑡

∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖
Λ

(
1 − 1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡

) (3.56)

Pointkinetics報告書の (3-32)式
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𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

+ 𝛽𝛽𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑖𝑖Λ

((
1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡
− exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

)
𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛) +

(
1 − 1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡

)
𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛+1)

)
(3.57)

Pointkinetics報告書の (3-31)式

(9) SCM（Stiffness Confinement Method）

SCMについては、Pointkineticsモジュールでも実装されていなかったので、Kineticsモジュー
ルでも実装していない。

3.3.1.4 一点炉動特性方程式の数値解法（即発跳躍近似）

Pointkineticsモジュールでは、陽解法、陰解法、𝜃𝜃法、ルンゲクッタ法、時間積分法に対して、
即発跳躍近似を適用したソルバーも提供されている。Kineticsモジュールでも同様にこれらの解
法に対して即発跳躍近似を適用したソルバーを再実装した。

(1) 即発跳躍近似（陽解法、陰解法、𝜃𝜃法、ルンゲクッタ法）

Pointkineticsの報告書の式 (2-16)に対応する本報告書の式 (3.25)において、時間変化項を無視
する（d𝑛𝑛

d𝑡𝑡
= 0）と、式 (3.25)は、以下のように変形できる。

0 =
𝜌𝜌(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) +

∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆

− 𝜌𝜌(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) =

∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆

𝑛𝑛(𝑡𝑡) = Λ
𝛽𝛽 − 𝜌𝜌(𝑡𝑡)

(∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆

)
(3.58)

このように、即発跳躍近似を適用した場合の時刻 𝑡𝑡における中性子数密度 𝑛𝑛(𝑡𝑡)は、式 (3.58)を使っ
て直接計算できるので、式 (3.39)と同様に一点炉動特性方程式を書くと以下のような遅発中性子
先行核濃度のみの 𝑁𝑁 元連立一階微分方程式になる。




d𝐶𝐶1

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽1

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆1𝐶𝐶1

d𝐶𝐶2

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽2

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆2𝐶𝐶2

...

d𝐶𝐶𝑁𝑁

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽𝑁𝑁
Λ

𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆𝑁𝑁𝐶𝐶𝑁𝑁

(3.59)
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𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

+ 𝛽𝛽𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑖𝑖Λ

((
1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡
− exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

)
𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛) +

(
1 − 1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡

)
𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛+1)

)
(3.57)

Pointkinetics報告書の (3-31)式

(9) SCM（Stiffness Confinement Method）

SCMについては、Pointkineticsモジュールでも実装されていなかったので、Kineticsモジュー
ルでも実装していない。

3.3.1.4 一点炉動特性方程式の数値解法（即発跳躍近似）

Pointkineticsモジュールでは、陽解法、陰解法、𝜃𝜃法、ルンゲクッタ法、時間積分法に対して、
即発跳躍近似を適用したソルバーも提供されている。Kineticsモジュールでも同様にこれらの解
法に対して即発跳躍近似を適用したソルバーを再実装した。

(1) 即発跳躍近似（陽解法、陰解法、𝜃𝜃法、ルンゲクッタ法）

Pointkineticsの報告書の式 (2-16)に対応する本報告書の式 (3.25)において、時間変化項を無視
する（d𝑛𝑛

d𝑡𝑡
= 0）と、式 (3.25)は、以下のように変形できる。

0 =
𝜌𝜌(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) +

∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆

− 𝜌𝜌(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) =

∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆

𝑛𝑛(𝑡𝑡) = Λ
𝛽𝛽 − 𝜌𝜌(𝑡𝑡)

(∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡) + 𝑆𝑆

)
(3.58)

このように、即発跳躍近似を適用した場合の時刻 𝑡𝑡における中性子数密度 𝑛𝑛(𝑡𝑡)は、式 (3.58)を使っ
て直接計算できるので、式 (3.39)と同様に一点炉動特性方程式を書くと以下のような遅発中性子
先行核濃度のみの 𝑁𝑁 元連立一階微分方程式になる。




d𝐶𝐶1

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽1

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆1𝐶𝐶1

d𝐶𝐶2

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽2

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆2𝐶𝐶2

...

d𝐶𝐶𝑁𝑁

d𝑡𝑡
=

𝛽𝛽𝑁𝑁
Λ

𝑛𝑛(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆𝑁𝑁𝐶𝐶𝑁𝑁

(3.59)

したがって、即発跳躍近似を適用した場合の一点炉動特性方程式は、以下のように行列とベクト
ルを使って表すことができる。

������������
�

d𝐶𝐶1

d𝑡𝑡
d𝐶𝐶2

d𝑡𝑡
...

d𝐶𝐶𝑁𝑁

d𝑡𝑡

������������
�

=

�����������
�

−𝜆𝜆1 0 · · · 0

0 −𝜆𝜆2
. . .

...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0 −𝜆𝜆𝑁𝑁

�����������
�

������
�

𝐶𝐶1

𝐶𝐶2
...

𝐶𝐶𝑁𝑁

������
�

+

������������
�

𝛽𝛽1

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡)

𝛽𝛽2

Λ
𝑛𝑛(𝑡𝑡)
...

𝛽𝛽𝑁𝑁
Λ

𝑛𝑛(𝑡𝑡)

������������
�

(3.60)

ただし、ここで、𝑛𝑛(𝑡𝑡)は式 (3.58)で表される。
Pointkineticsモジュールにおける陽解法、陰解法、𝜃𝜃法、ルンゲクッタ法の即発跳躍近似のソル
バーにおいて上記のような計算が行われていることを確認し、Kineticsモジュールでも同様の計
算方法を再実装した。

(2) 即発跳躍近似（時間積分法）

時間積分法の即発跳躍近似のソルバーに関しては、Pointkineticsの報告書 15)に記載されている
以下の式を用いて再実装した。

𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛+1) =
Λ

(∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) + 𝑆𝑆

)

𝛽𝛽 − 𝜌𝜌
(3.61)

Pointkinetics報告書の (3-35)式

𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛+1) = 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡) +
𝛽𝛽𝑖𝑖 (1 − exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)) 𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)

𝜆𝜆𝑖𝑖Λ
(3.62)

Pointkinetics報告書の (3-34)式

3.3.1.5 一点炉動特性方程式の逆解法

Pointkineticsモジュールでは、中性子数密度（原子炉出力）の変化から反応度の変化を逆算する
逆解法のソルバーも実装されているので、Kineticsモジュールでも同様に逆解法のソルバーを再
実装した。
時刻 𝑡𝑡𝑛𝑛における反応度 𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑛𝑛)は、時刻 𝑡𝑡𝑛𝑛、𝑡𝑡𝑛𝑛−1における中性子数密度 𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)、𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛−1)と、時刻

𝑡𝑡𝑛𝑛−1における遅発中性子先行核濃度 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛−1)を用いて、以下の式で計算することができる 15)。

𝜌𝜌(𝑡𝑡𝑛𝑛) = 𝛽𝛽 + Λ𝜔𝜔𝑛𝑛 −
Λ
∑
𝑖𝑖

𝜆𝜆𝑖𝑖𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛)

𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)
− Λ𝑆𝑆
𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)

(3.63)

Pointkinetics報告書の (4-5)式
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ただし、ここで、

𝜔𝜔𝑛𝑛 =
ln (𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)) − ln (𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛−1))

Δ𝑡𝑡
(3.64)

Pointkinetics報告書の (4-6)式

𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) = 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛−1) exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡) +
𝛽𝛽𝑖𝑖
Λ

𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)
𝜔𝜔𝑛𝑛

− 𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛−1)
𝜔𝜔𝑛𝑛

exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

1 + 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔𝑛𝑛

(3.65)

Pointkinetics報告書の (4-8)式

である。

3.3.2 実装

今回再実装した Kineticsモジュール（marble.solvercore.kineticsパッケージ）に含まれる主なモ
ジュールとクラス、関数についてまとめる。Kineticsモジュールでは、現在のMARBLEの命名規則
に合わせてクラス名等を少し修正しているが、機能を提供するクラスや関数の粒度は、Pointkinetics
モジュールとほとんど同じである。一方で、参照解のソルバーや逆解法のソルバーは、通常の一
点炉動特性ソルバーとは少し役割が異なるので、別のモジュールに分割した。このようにKinetics
モジュールでは名前や構造が少し変更されているが、提供する機能については大きな変更はない
ので、Pointkineticsモジュールのユーザは容易にKineticsモジュールに移行できると考えられる。

• marble.solvercore.kinetics.PointKinetics

– 標準解法
∗ PointKineticsPadeクラス（行列指数法（Padé近似））
∗ PointKineticsExplicitIntegrationクラス（陽解法）
∗ PointKineticsImplicitIntegrationクラス（陰解法）
∗ PointKineticsThetaIntegrationクラス（𝜃𝜃法）
∗ PointKineticsRungeKuttaIntegrationクラス（ルンゲクッタ法）
∗ PointKineticsTimeIntegrationクラス（時間積分法）

– 即発跳躍近似
∗ PointKineticsExplicitIntegrationPromptJumpクラス（陽解法＋即発跳躍近似）
∗ PointKineticsImplicitIntegrationPromptJumpクラス（陰解法＋即発跳躍近似）
∗ PointKineticsThetaIntegrationPromptJumpクラス（𝜃𝜃法＋即発跳躍近似）
∗ PointKineticsRungeKuttaIntegrationPromptJumpクラス（ルンゲクッタ法＋即発跳躍
近似）

∗ PointKineticsTimeIntegrationPromptJumpクラス（時間積分法＋即発跳躍近似）
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ただし、ここで、

𝜔𝜔𝑛𝑛 =
ln (𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)) − ln (𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛−1))

Δ𝑡𝑡
(3.64)

Pointkinetics報告書の (4-6)式

𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛) = 𝐶𝐶𝑖𝑖 (𝑡𝑡𝑛𝑛−1) exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡) +
𝛽𝛽𝑖𝑖
Λ

𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛)
𝜔𝜔𝑛𝑛

− 𝑛𝑛(𝑡𝑡𝑛𝑛−1)
𝜔𝜔𝑛𝑛

exp(−𝜆𝜆𝑖𝑖Δ𝑡𝑡)

1 + 𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔𝑛𝑛

(3.65)

Pointkinetics報告書の (4-8)式

である。

3.3.2 実装

今回再実装した Kineticsモジュール（marble.solvercore.kineticsパッケージ）に含まれる主なモ
ジュールとクラス、関数についてまとめる。Kineticsモジュールでは、現在のMARBLEの命名規則
に合わせてクラス名等を少し修正しているが、機能を提供するクラスや関数の粒度は、Pointkinetics
モジュールとほとんど同じである。一方で、参照解のソルバーや逆解法のソルバーは、通常の一
点炉動特性ソルバーとは少し役割が異なるので、別のモジュールに分割した。このようにKinetics
モジュールでは名前や構造が少し変更されているが、提供する機能については大きな変更はない
ので、Pointkineticsモジュールのユーザは容易にKineticsモジュールに移行できると考えられる。

• marble.solvercore.kinetics.PointKinetics

– 標準解法
∗ PointKineticsPadeクラス（行列指数法（Padé近似））
∗ PointKineticsExplicitIntegrationクラス（陽解法）
∗ PointKineticsImplicitIntegrationクラス（陰解法）
∗ PointKineticsThetaIntegrationクラス（𝜃𝜃法）
∗ PointKineticsRungeKuttaIntegrationクラス（ルンゲクッタ法）
∗ PointKineticsTimeIntegrationクラス（時間積分法）

– 即発跳躍近似
∗ PointKineticsExplicitIntegrationPromptJumpクラス（陽解法＋即発跳躍近似）
∗ PointKineticsImplicitIntegrationPromptJumpクラス（陰解法＋即発跳躍近似）
∗ PointKineticsThetaIntegrationPromptJumpクラス（𝜃𝜃法＋即発跳躍近似）
∗ PointKineticsRungeKuttaIntegrationPromptJumpクラス（ルンゲクッタ法＋即発跳躍
近似）

∗ PointKineticsTimeIntegrationPromptJumpクラス（時間積分法＋即発跳躍近似）

– 補助関数
∗ pade関数（Padé近似による行列指数の計算）
∗ explicit_integration関数（陽解法による積分の計算）
∗ implicit_integration関数（陰解法による積分の計算）
∗ theta_integration関数（𝜃𝜃法による積分の計算）
∗ rungekutta_integration関数（ルンゲクッタ法による積分の計算）

• marble.solvercore.kinetics.PointKineticsAnaliticSolution

– PointKineticsAnalyticSolutionForStepReactivityクラス（厳密解（ステップ入力））
– PointKineticsLinearApproximationForRampReactivityクラス（線形近似解（ランプ入力））
– PointKineticsLinearApproximationForSinusoidalReactivityクラス（線形近似解（正弦波
入力））

• marble.solvercore.kinetics.InversePointKinetics

– InversePointKineticsクラス（逆解法）
• marble.solvercore.kinetics.KineticsUtils

– KineticsParameterクラス（動特性パラメータの設定）

3.3.3 検証

今回の再実装では、Pointkineticsモジュールの単体テストを基本的に全て再現することを確認
し、Kineticsモジュールの単体テストとして改めて整備した。なお、Pointkineticsモジュールの単
体テストでは、一点炉動特性ソルバーの標準解法となる行列指数法（Padé近似）のソルバーが正
常に動作することを、参照解のソルバーの結果と比較することにより確認している。その上で、
行列指数法（Padé近似）のソルバーの結果を参照解として、各種の解法に基づくソルバーが参照
解と同等の結果を出すことを確認している。Kineticsモジュールの単体テストでも、同様の方法
でテストを行っている。
また、再実装したKineticsモジュールの参照解のソルバーに関しては、Pointkineticsモジュール
の参照解のソルバーと比較を行い、Pointkineticsモジュールの参照解のソルバーと同等の結果が得
られることを確認した。

3.3.4 補足：逆時間方程式について

Pointkineticsモジュール及びKineticsモジュールにおいて参照解を計算するソルバーでは、以下
の特性方程式（逆時間方程式）（本文中の式 (3.30)）を数値的に解く必要がある。

Λ𝜔𝜔 + 𝛽𝛽 − 𝜌𝜌 −
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

= 0 (3.66)
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Pointkinetics報告書の (2-24)式

この式を 𝜌𝜌について整理すると以下のようになる。

𝜌𝜌 = Λ𝜔𝜔 + 𝛽𝛽 −
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

(3.67)

一方で、文献 51,52)に示されている逆時間方程式は以下のようになっている。

𝜌𝜌 = 𝜔𝜔Λ + 𝜔𝜔
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖
𝜆𝜆𝑖𝑖 + 𝜔𝜔

(3.68)

文献 51)の (2-24)式

𝜌𝜌1 = 𝜔𝜔 𝑗𝑗Λ +
∑
𝑖𝑖

𝜔𝜔 𝑗𝑗 𝛽𝛽𝑖𝑖

𝜔𝜔 𝑗𝑗 + 𝜆𝜆𝑖𝑖
(3.69)

文献 52)の (58)式

この二つの式は記号の定義が異なっているだけで本質的には等価である。𝜔𝜔 𝑗𝑗 は
∑

𝑖𝑖 の外に出して
もよいことを考慮して、本メモの記号で書き直すと以下のようになる。

𝜌𝜌 = Λ𝜔𝜔 + 𝜔𝜔
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

(3.70)

式 (3.67)と式 (3.70)は少し異なった形をしているが、𝛽𝛽 =
∑

𝑖𝑖 𝛽𝛽𝑖𝑖であることを考慮すると、以下の
ように、両者は等価な式であることが確認できる。

式 (3.67)の右辺 = Λ𝜔𝜔 + 𝛽𝛽 −
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

= Λ𝜔𝜔 +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖 −
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

= Λ𝜔𝜔 +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖 (𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖) − 𝛽𝛽𝑖𝑖𝜆𝜆𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

= Λ𝜔𝜔 +
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖𝜔𝜔

𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

= Λ𝜔𝜔 + 𝜔𝜔
∑
𝑖𝑖

𝛽𝛽𝑖𝑖
𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

=式 (3.70)の右辺 (3.71)

なお、逆時間方程式の解については、文献 52)に詳しい解説がある。遅発中性子先行核が 𝑁𝑁群の場
合、逆時間方程式の解は (𝑁𝑁 + 1)個存在し、この解を𝜔𝜔0, 𝜔𝜔1, · · · , 𝜔𝜔𝑁𝑁 とする（ただし、𝜔𝜔0 > 𝜔𝜔1 >

· · · > 𝜔𝜔𝑁𝑁）と、以下の関係式が成り立つ。

−𝜆𝜆1 < 𝜔𝜔0 (3.72)

−𝜆𝜆 𝑗𝑗+1 < 𝜔𝜔 𝑗𝑗 < −𝜆𝜆 𝑗𝑗 ( 𝑗𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑁𝑁 − 1) (3.73)

𝜔𝜔𝑁𝑁 < −𝜆𝜆𝑁𝑁 (3.74)

Kineticsモジュールでは、この関係式を使って逆時間方程式の解の探索を行っている。
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𝑖𝑖 𝛽𝛽𝑖𝑖であることを考慮すると、以下の
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𝜔𝜔 + 𝜆𝜆𝑖𝑖

=式 (3.70)の右辺 (3.71)

なお、逆時間方程式の解については、文献 52)に詳しい解説がある。遅発中性子先行核が 𝑁𝑁群の場
合、逆時間方程式の解は (𝑁𝑁 + 1)個存在し、この解を𝜔𝜔0, 𝜔𝜔1, · · · , 𝜔𝜔𝑁𝑁 とする（ただし、𝜔𝜔0 > 𝜔𝜔1 >

· · · > 𝜔𝜔𝑁𝑁）と、以下の関係式が成り立つ。

−𝜆𝜆1 < 𝜔𝜔0 (3.72)

−𝜆𝜆 𝑗𝑗+1 < 𝜔𝜔 𝑗𝑗 < −𝜆𝜆 𝑗𝑗 ( 𝑗𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑁𝑁 − 1) (3.73)

𝜔𝜔𝑁𝑁 < −𝜆𝜆𝑁𝑁 (3.74)

Kineticsモジュールでは、この関係式を使って逆時間方程式の解の探索を行っている。

4. おわりに

汎用炉心解析システムMARBLEの第 3版（MARBLE3）では、開発で利用している Pythonの
バージョンアップに伴う後方非互換性の問題を解決するために、全面的に改修を行って、Python
バージョン 3（Python3）で動作するように整備した。また、MARBLEの第 2版（MARBLE2）以
降に開発された 3次元 Hex-Z/Tri-Z体系の輸送計算コードMINISTRI Ver.7（MINISTRI7）や 3次
元 Hex-Z/三角 Tri-Z体系の拡散計算コード D-MINISTRIの組み込みを行い、MARBLEのサブシ
ステムとして組み込まれている高速炉核特性解析システム SCHEMEや高速炉燃焼解析システム
OPRHEUSで利用できるように整備した。MARBLE2でも 3次元 Hex-Z体系の輸送計算コード
NSHEXを利用することができたが、収束性の問題等から、計算用メッシュを 3次元 Hex-Z体系
から 3次元 XYZ体系に変換して、3次元 XYZ体系輸送計算コード TRITACで計算することが多
かった。しかしながら、今後はMARBLE3とMINISTRI7を利用して、直接、3次元 Hex-Z/Tri-Z
体系で輸送計算することが現実的になると考えられる。
また、MARBLE3では、MARBLE2以降に提案された燃焼計算に関する解法として、チェビシェ
フ有理関数近似法（CRAM-PFD、CRAM-IPF）、ミニマックス多項式近似（MMPA）法を燃焼計
算ソルバーに組み込んだ。一方で、メンテナンス性や柔軟性の観点から、MARBLEに組み込まれ
ていたCBGシステムのインターフェースを拡張して、CBGの 2次元RZ体系拡散計算ソルバーや
輸送計算ソルバーを利用できるように整備した。これらの整備により、高速炉の核特性解析でよ
く用いられる 2次元 RZ体系、3次元XYZ体系、Hex-Z体系、Tri-Z体系に対して国産のコードの
みで主要な解析を実施できるようになった。ただし、これらの新しい機能は、MARBLEが開発さ
れる以前から利用されていた従来の高速炉核特性解析システムにはなかった機能であるので、今
後、検証や妥当性確認を行っていく必要がある。また、メンテナンス性の観点から、MARBLE2
で導入された一点炉動特性ソルバーを全面的に書き直した。

MARBLEの開発を開始した当初は、Pythonの利用者はそれほど多くなかったが、Pythonは、近
年研究開発が盛んになっている機械学習や深層学習、強化学習等の分野で事実上の標準プログラ
ミング言語となっており、Pythonの利用者は増大している。このため、Python自体の進化も速く
なっており、今後も Pythonの仕様変更に伴うMARBLEの改修が必要になると考えられるので、
継続的にMARBLEのメンテナンス性の向上のための改良を行っていく必要があると考えられる。
また、MARBLE3では燃焼計算手法のアルゴリズムの改良版の導入等を行ったが、炉心解析手法
自体も発展しているので、今後も新しい計算手法等の導入を進めていく必要がある。
一方で、Pythonの利用者が増えたことで、ライブラリの開発が進み、機械学習や深層学習、強

化学習等の分野に限らず、多種多様な高機能なライブラリを利用することができるようになって
いる。MARBLEは Pythonのライブラリとして利用することが可能なので、Pythonで提供されて
いる他のライブラリと組み合せて使うのは容易である。MARBLE3と Pythonで提供されている
様々なライブラリを組み合わせることで、MARBLE3の核特性解析の機能と異なる分野の成果を
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