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放射性廃棄物地層処分の安全評価において，放射性核種の緩衝材／ベントナイト（人工バリア）

および岩石（天然バリア）中での収着・拡散現象は，その移行遅延を支配する重要な現象である。

処分環境における圧縮ベントナイト中の核種の拡散係数や収着分配係数等の整合的な推定評価を

目指し，原子力機構では統合収着・拡散モデル（ISD モデル）の開発を進めてきた。圧縮ベント

ナイト中の拡散モデルは，狭隘間隙中での陽イオン濃集と陰イオン排除を電気二重層モデルによ

って表現することを基本とし，最初に構築された ISD2001 モデルによって，1 価のカチオン／ア

ニオンなど比較的単純なイオンの拡散係数のベントナイト密度依存性に対し，その適用性が確認

された。さらに，ISD2001 に対して電粘性効果等を考慮した ISD2009 モデルによって，より多様

な核種／環境条件への適用可能性が示されるとともに，多価カチオン／アニオン，錯体状化学種

などの複雑な化学種に対してはモデルの適用が十分ではないという課題が抽出された。 
そこで本報告では，より広範な処分条件へのモデルの適用，また圧縮系における拡散現象のさ

らなる理解を目的として，モデル高度化で考慮すべき影響要因，アプローチについて検討し，実

際にそれら高度化要因の影響評価を試みた。検討の対象とする高度化要因としては，先行研究事

例も踏まえつつ，従来のモデルでは考慮されていない溶媒の誘電飽和効果，イオンの有限体積効

果およびイオン間静電相互作用（イオン雰囲気による遮蔽効果）とし，それぞれについて拡張さ

れた Poisson - Boltzmann 方程式に基づくモデルを評価・検討した。その結果，検討した高度化要

因が Cs+, Sr2+, I ‒の実効拡散係数に与える影響は何れも小さく，したがって，多価イオンに対する

実測データとの整合性の観点からは改善されたとはいえないが，本検討により，実測データとの

不整合性は上記の高度化要因に起因するものではないことが示されたといえる。 
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Sorption and diffusion of radionuclides in engineered barrier materials and host rocks are the key processes 
in the safe geological disposal of radioactive waste, because migration of radionuclides in these barrier 
materials is expected to be diffusion-controlled and retarded by sorption processes. JAEA has developed 
integrated sorption and diffusion model (ISD model) for assessment of diffusion parameters consistent 
with sorption processes in compacted bentonite. The diffusion module in the ISD model accounts 
consistently for cation excess and anion exclusion in narrow pores in compacted bentonite by the electric 
double layer theory. The firstly developed ISD2001 model can predict the effective diffusivity of the 
univalent cation/anion in compacted bentonite as a function of dry density. This ISD model was modified 
by considering the visco-electric effect as ISD2009, and applied for diffusion data for various 
radionuclides measured under wide range of conditions (salinity, density, etc.). The ISD2009 model can 
give better quantative agreement with diffusion data for univalent cation/anion, however, the model 
predictions still disagree with experimental data for multivalent cation/anion. 
In this report we extract the additional key factors influencing diffusion model in narrow charged pores by 
reanalyzing the fundamental assumptions of the previous ISD models, and the effects of these factors were 
investigated to reach a better understanding of diffusion processes in compacted bentonite, and better 
applications under the wide disposal conditions. We incorporated the excluded volume effect, the dielectric 
saturation effect and the fluctuation potential effect caused by ion-ion electrostatic interaction into 
ISD2009 model and numerically solved these modified Poisson-Boltzmann equations. As results of 
numerical analysis of the models the considerd factors influence hardly the effective diffusivity of 
Sr2+/Cs+/I−. Therefore it was cocluded that the disagreements with experimental data observed in previous 
ISD model applications are not caused by considerd factors in this report. 
 
 
Keywords: Radionuclide Migration, Diffusion Model, Modified Poisson-Boltzmann Equations 
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1. はじめに 

放射性廃棄物地層処分の安全評価において，放射性核種の緩衝材／ベントナイト（人工バリア）

および岩石（天然バリア）中での収着・拡散現象は，その移行遅延を支配する重要な現象である。

核種の収着・拡散現象は，固相の鉱物組成や間隙構造，地下水や緩衝材間隙水の液性，その中で

の核種の溶存状態（化学種）等の様々な物理化学的条件によって変化する。地層処分安全評価に

おいては，対象となる地質環境や地球化学条件に対して，それらの条件の幅や変動要因なども考

慮しつつ，核種の収着・拡散に関するパラメータを設定する必要がある。 
この設定のために従来から採用されてきたアプローチは，様々な核種／固相系で取得された収

着分配係数および拡散係数の実測データに基づき，収着分配係数や拡散係数の範囲，これらの地

球化学的条件に対する傾向性等の情報を把握した上で，収着・拡散パラメータを設定する方法で

ある。地層処分研究開発第 2 次取りまとめ（以下，「第 2 次取りまとめ」）においても，国内外の

既往文献の調査ならびにデータ取得を行い，おもに実測値をベースとしてパラメータを設定した

（核燃料サイクル開発機構，1999）。この目的のために，収着・拡散に関する実測データを収着分

配係数データベース（SDB；Sorption Database），拡散データベース（DDB；Diffusion Database）
として整備してきた（澁谷ほか，1999；Sato et al., 1999）。この設定に際し，実際の処分環境であ

る圧縮ベントナイト系で生じる収着・拡散の複合現象の整合的な取り扱いが重要と認識され，当

時の知見に基づき，次のような取り扱いがなされた。例えば，緩衝材中の収着分配係数の設定に

おいては，特に圧縮ベントナイト中の狭隘間隙中の実際の移行現象を捉えた拡散係数を主たるベ

ースとし，密度，温度，バリア材共存影響などの様々な条件での拡散データを中心に，一部バッ

チ収着試験で得られた分配係数の傾向性も参照してパラメータ設定を行った（柴田ほか，1999）。 
一方で，収着・拡散の現象理解に基づくモデル化の研究についても，ベントナイト系を中心と

して，これまで間隙水化学－収着－拡散挙動を一貫性のある考え方のもとでモデル化することを

目指した統合収着・拡散モデル（Integrated Sorption and Diffusion Model，以下 ISD モデル）の開発

を進めてきた（例えば，Ochs et al., 2001）。ISD モデル拡散パートでは，圧縮ベントナイト中の間

隙構造として，スメクタイトの単位構造が一定の間隔で配列した均質構造を仮定し，その狭隘間

隙における電位分布／イオン濃度分布を電気二重層モデルによって評価し，その濃度の濃淡を“電

気的収れん度”として表現することで拡散係数を算出している。従来の ISD モデル（以下，ISD2001
モデル）では，この電位分布／イオン濃度分布を評価する際には，最もシンプルな Gouy - Chapman
の拡散電気二重層理論に基づき，単純な重ね合せ境界条件で Poisson - Boltzmann 方程式の解析解

を用いて評価してきた。こういった極めてシンプルなモデル解析によっても，ベントナイト中拡

散係数のベントナイト密度依存性に関して実測データの傾向性を良く再現し，単原子から成る 1
価のカチオン／アニオンさらに中性化学種については，部分的ではあるが定量的にも実測データ

と一致する結果を得ている（Ochs et al., 2001）。 
 このように，実際の処分環境で生じる圧縮系での収着・拡散の複合現象に対する現象理解を深

め，相互に関連付けて評価することは重要であり，その実験およびモデルによる評価手法を構築

することは，核種移行パラメータ設定の信頼性を示すうえで重要である。このため，日本原子力

研究開発機構（以下，原子力機構）では，圧縮ベントナイト系の現象論的収着・拡散モデル／デ

ータベースの開発を，上記 ISD2001 の改良と多様なデータへの適用性を確認しつつ進めてきた（日

本原子力開発機構，2010；舘ほか，2010；以下，ISD2009 と呼ぶ）。この ISD2009 モデルの構築に

おいては，ISD2001 モデルに対して電粘性効果および荷電表面間の相互作用を考慮してモデルを

改良することにより，モデルに内在していた付加的なフィッティング・パラメータを取り除くこ

とができるとともに，Cs，Sr，I，Np，Ni，Am 等の電解質濃度や密度依存性といった多様な核種
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／環境条件のデータへの適用可能性が示されている。しかしながら，多価カチオン／アニオン，

錯体状化学種などのより複雑な化学種に対しては，依然としてモデルの適用が十分ではないとい

う課題が抽出された。 
そこで本報告では，より広範な処分条件へのモデルの適用，また圧縮系における拡散現象のさ

らなる理解を目的として，モデル高度化で考慮すべき影響要因，アプローチについて検討し，実

際にそれら高度化要因の影響評価を試みた。検討の対象とする高度化要因としては，先行研究事

例も踏まえつつ，従来のモデルでは考慮されていない溶媒の誘電飽和効果，イオンの有限体積効

果およびイオン間静電相互作用（イオン雰囲気による遮蔽効果）とし，それぞれ拡張された Poisson 
- Boltzmann 方程式に基づくモデル評価を検討する。本報告の第 2 章では，まず ISD 2001 モデル

の基本仮定に立ち返り，モデル高度化で考慮すべき影響要因とアプローチの検討，電粘性効果の

導入や境界条件の取り扱い等の改良を加えた ISD2009 までの現状・経緯を整理する。そのうえで，

第 3 章において，溶媒の構造，溶質の分子論的観点からモデルを高度化し，誘電飽和効果，イオ

ンの有限体積効果およびイオン雰囲気による遮蔽効果に関する一連の影響評価の手法と結果を整

理した。最後に第 4 章で，解析結果について総括し，今後の展開について検討した。 
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2. 統合収着・拡散モデルの基本概念と開発の経緯 

2.1 統合収着・拡散モデルの開発 
核種移行パラメータの設定あるいはそのためのモデル開発を進めるうえで，実際の処分環境で

ある圧縮系での収着・拡散の複合現象の理解と，整合的な取り扱いが重要となる。このような観

点から，原子力機構では，均質拡散モデルの開発とあわせて，間隙水化学モデルおよび収着モデ

ルとの整合的統合を目指して，図 2.1-1 に示すような“統合収着・拡散モデル（ISD モデル；Integrated 
Sorption and Diffusion Model）”として検討を進めてきた（例えば，Ochs et al., 2001）。 
 

Integrated Sorption 
and Diffusion Model地下水組成地下水組成 熱力学データ(TDB)熱力学データ（TDB） 粘土鉱物特性粘土鉱物特性

粘土-地下水反応 /
熱力学的収着モデル

- 表面錯体モデル

- イオン交換モデル

粘土-地下水反応 /

熱力学的収着モデル

- 表面錯体モデル

- イオン交換モデル

表面化学種表面化学種 溶存化学種溶存化学種

収着分配係数 Kd収着分配係数 Kd

見かけの拡散係数 Da見かけの拡散係数

実効拡散
係数 De

実効拡散
係数

収着
粘土の間隙構造

- 間隙率，屈曲度，収れん度

粘土の間隙構造

- 間隙率，密度，屈曲度，収れん度

-
（電気的収れん

�
τ2 δg

拡散

現象論的拡散モデル
- 電気二重層モデル
（電気的収れん度） δel

De

ρ

Da
d

e
a K

DD
ρφ +

=

w2
elg

e DD
τ
δδ

φ=

自由水中
拡散係数 Dw

 

図 2.1-1 統合収着・拡散モデル（ISD モデル）の基本概念 
 

この ISD モデルは，粘土の表面化学および収着に関するモデル化と拡散に関するモデル化の大

きく 2 つのパートから構成され，地下水条件や固相条件，さらには熱力学データを入力条件とし

て，間隙水化学，収着および拡散を一貫性と整合性をもって評価するものである。表面化学／収

着モデルでは，イオン交換反応や表面錯体反応などを考慮したモデル／反応定数に基づいて，様々

な環境での間隙水化学と核種の収着分配係数を評価する。一方，拡散モデルでは，間隙率や屈曲

度といった間隙構造情報，圧縮ベントナイトの狭隘間隙中での固相表面との相互作用等，さらに

表面化学／収着モデルとの整合的取り扱いも考慮し，実効拡散係数や見かけの拡散係数の評価を

行うものである。 
この ISD モデルのコンセプトは，「第 2 次取りまとめ」の際の間隙水化学モデルの考え方との

整合も考慮しつつ，Cs のベントナイト／モンモリロナイト中の拡散データの密度依存性を主たる

対象に検討が進められ，Ochs et al.(2001)において最初の体系として構築された。粘土の表面化学

／収着モデルに関しては，「第 2 次取りまとめ」の間隙水化学モデルと整合的に，1 サイトのイオ

ン交換モデル，1 サイトの表面錯体／拡散層モデルの組合せが採用された。また，拡散モデルに

ついては，単純な Gouy - Chapman の拡散電気二重層理論を適用（電気二重層の重なりや電粘性効

果等は考慮せず）することで評価された。この際，Cs の収着と拡散の整合性を考慮し，シロキサ

ン表面の永久電荷によって生じる収着反応を mobile part（拡散層）と immobile part（スターン層）

に分け，この割合を，Cs の拡散係数の実測データと整合するようにフィッティングして得られた

φ 
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値に固定して与えられた。このような考え方によって構築された ISD モデル（ISD2001 モデル）

は，Cs の他に，Sr/Ra, Pb, Am 等への適用が検討された（Ochs et al., 2001; 2003）。 
 
2.2 ISD モデル拡散パートの基本思想 

これまでに圧縮ベントナイト中の拡散挙動に関し，様々な条件下で多くの核種のデータが蓄積

されるなかで，一部のイオンについて，多孔質媒体中における間隙率や幾何学因子（屈曲度や収

れん度）を考慮した伝統的拡散モデルを用いて実験結果をうまく説明できないことが明らかにさ

れてきた。これは陽イオンの拡散係数の増大と陰イオン排除の問題として共通的に認識されるに

至り，これらの現象を説明するために，表面拡散モデルや有効間隙率モデルなど様々なモデルが

検討されてきた。ISD モデルにおける基本思想は，負に帯電した鉱物表面から間隙中に広がった

拡散層における過剰な陽イオンの存在による陽イオンの拡散係数の増大，陰イオンでは逆に拡散

係数の減少傾向を，陽イオンおよび陰イオンの双方で一貫性のある考え方で表現するモデルであ

る（Kato et al., 1995; Sato et al., 1995; Ochs et al., 2001）。すなわち，シロキサン表面の永久電荷によ

る電場がスターン層のみならず拡散層にも分布していると仮定することによって，拡散層には永

久電荷の影響を受けて表面近傍に移動可能な陽イオンが過剰に存在すること，一方で，陰イオン

が拡散層において陰イオン排除の影響を受けることを表現している（Ochs et al., 2001）。その際，

注意すべきは，電解質濃度の増減によって個々のイオンの拡散係数が変化することを言っている

わけではないことである。ここでは拡散係数の電解質濃度依存性については考えない。鉱物層間

におけるイオン濃度の増大（減少）はバルク濃度に対する濃度勾配の増加（減少）をもたらし，

したがって拡散フラックスの増大（減少）を生起させる。このとき，濃度勾配の増加（減少）を

拡散係数そのものの増大（減少）と読み替え，その増大（減少）分のファクターを評価するので

ある。このファクターを“電気的収れん度”と呼ぶ。 
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図 2.2-1 拡散モデルを中心とした ISD2001 モデルのフローと関連パラメータ 
 

従来の ISD モデルである ISD2001 モデルのアプローチを，特に拡散モデルの概念と関連パラメ

ータに着目して図 2.2-1 に示す。圧縮ベントナイト中の間隙は，モンモリロナイトの単位構造が

一定の間隔で配列した均質化／単純化された構造を仮定して，その間隙における静電ポテンシャ

φ 
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ル分布／イオン濃度分布を評価し，そのイオン濃度の濃淡が電気的収れん度として拡散係数に反

映される。間隙水化学モデル，収着モデルとの関係については，固相と表面化学の共通的な取り

扱いによって整合的に関連付けられる。 
 
2.3 ISD2001 モデルの圧縮系データへの適用性と課題 
 ISD2001 モデルの実際的な圧縮ベントナイト中の拡散データへの適用性については，従来から

比較的単純なイオン系（すなわち，随伴鉱物や pH などの間隙水化学の条件に比較的影響を受け

ない溶存形態であり，かつ比較的単純な組成，形状のイオン系）に関しては検討がなされており，

図 2.3-1 に示すように，陽イオンである Cs+，中性化学種の HTO，陰イオンの TcO4
−については，

実効拡散係数の電荷依存の傾向性を説明することができ（図(a)），さらに，Cs については収着モ

デル（イオン交換）との統合により，見かけの拡散係数についても密度依存性を概ね説明可能で

ある（(b)図）。 
 

1.E-12

1.E-11

1.E-10

1.E-09

1.E-08

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Dry density [kg/m3]

D
e 

[m
2
/s

]

Cs(+1)

HTO

TcO4(-1)

ISDモデル（Ochs, 2001）による評価
- クニゲルV1（スメクタイト50%）
- 間隙水はH12モデル/PHREEQC計算
- δelは1：1型電解質/重ね合せ近似で評価
- 実測DeはKato(1995)

1.E-14

1.E-13

1.E-12

1.E-11

1.E-10

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200

Dry density [kg/m3]

D
a 

[m
2
/s

]
Cs(+1) Sato(1993)

Idemitsu(1998)

ISDモデル（Ochs, 2001）による評価
- クニゲルV1（スメクタイト50%）
- 間隙水はH12モデル/PHREEQC計算
- δelは1：1型電解質/重ね合せ近似で評価

(a) (b)

 
図 2.3-1 ISD2001 モデルによる Cs+/HTO/TcO4

−の拡散データの評価； 
(a)実効拡散係数 De，(b)見かけの拡散係数 Da 
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図 2.3-2 ISD2001 モデルによる Sr2+/Cs+/I−の Deの電解質濃度依存性 

 
さらに海水系間隙水など多様な処分環境への適用を想定したモデル検証を踏まえ，ISD2001 モ
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デルを用いた，実効拡散係数に対する電解質濃度依存性の計算結果を図 2.3-2 に示す。対象核種

は単原子イオンの Sr2+/Cs+/I−であり，またクニピア F（モンモリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 
2880 [kg m−3]），乾燥密度が 800 [kg m−3]の設定条件で評価した。図に示された実測データは，Cs+/I−

は Tachi et al.(2009)，また Sr2+は原子力機構(2009)の報告値である。ただし幾何学因子（δg/τ2）は，

HTO の見かけの拡散係数の実測データから算出した。図 2.3-2 から分かるように，電解質濃度の

上昇とともにカチオンの Deは減少し，アニオンの Deは増加するという実測データの示す傾向性

をよく再現している。これは電解質濃度が低下するにしたがって“デバイ長さ”が長くなるため

電気二重層が発達し，静電ポテンシャル（の絶対値）の距離による減衰が妨げられて，カチオン

の電気的収れん度が大きくなる（アニオンでは小さくなる）傾向性が，モデルでよく表現されて

いるからである。しかしながら，カチオン，特に 2 価カチオンである Sr2+では低濃度側において

実測値とモデル計算値との間に 2 桁に及ぶずれがあり，一方アニオンも高濃度側で 1 桁程度のず

れが見られ，定量的な再現性が得られたとは言えない。 
地層処分の安全性評価において，核種移行評価パラメータのモデルによる再現性をどの程度ま

で追究するかといった問題はあるが，収着・拡散現象の理解を深めるため，少なくともモデルと

実測値とのずれの原因を明らかにする必要がある。ただしモデル化に際しては，なるべく基礎的

な物性値のみを入力とし，より単純なモデルで十分な再現性が得られるものが優れたモデルであ

り，モデル高度化の影響因子の考慮は，必要最小限にすべきである。 
 

B
as

al

Edge

均質構造モデル
電気二重層モデル

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

d

DLf

DLf−1

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

ddistance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

d

DLf

DLf−1

B
as

al

Edge

均質構造モデル

B
as

al

Edge

B
as

al

Edge

均質構造モデル
電気二重層モデル

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

d

DLf

DLf−1

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

ddistance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

d

DLf

DLf−1

電気二重層モデル

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

d

DLf

DLf−1

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

ddistance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

distance from surface

Ψ

0

+

+

+ +

+ _

Interlayer

d

DLf

DLf−1

 

図 2.3-3 拡散層電荷割合 fDL説明のための概念図 
 
 このようなモデル化に対する基本思想に鑑みて，現状 ISD2001 モデルのキーパラメータである

拡散層電荷割合 fDL の導入の問題は，モデル改善／高度化の最大の動機といえる。電気二重層理

論の Poisson - Boltzmann 方程式（以下，P-B 方程式）を解く際，鉱物表面側の境界条件としてイ

オン交換容量 CEC を表面電荷密度に換算してそのまま与えたのでは，拡散層静電ポテンシャル分

布の過剰評価をもたらす。そこで CEC の表面電荷を相殺するカウンターイオンを mobile part と
immobile part に分け，mobile part の割合として拡散層電荷割合 fDLを定義する（Ochs et al., 2001）。
P-B 方程式の鉱物表面側境界条件は，この fDL を用いて fDL×CEC とする。さらに見かけの拡散係

数 Daを算出するのに必要な分配係数 Kd は，“有効陽イオン交換容量”を(1− fDL)×CEC として，地

球化学計算における鉱物と間隙水の化学平衡計算に用いる（図 2.3-3 参照）。ISD2001 モデルでは，

こういったプロセスで収着と拡散の整合的統合化を行っているが，その際 fDLはクニピア F（乾燥

密度 400[kg/m3]）における Cs+の見かけの拡散係数が実測値と一致するようにフィッティングして

いる。したがって fDL は普遍的な値ではなく，一般に設定条件に応じて変化するものと考えられ

る。また fDL は，様々な影響因子が全て包含されたパラメータであり，その物理的意味が明白で
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ない。そこで，より広範な処分条件への適用を想定してモデルを改良し，さらに付加的なフィッ

ティング・パラメータを導入しないモデルに改善するため，ISD2001 モデルの基本仮定に立ち返

り，モデル高度化で考慮すべき影響要因，アプローチについて検討する。 
 
2.4 ISD2001 モデルの基本仮定の再考および高度化要因の検討 

従来の ISD2001 モデル拡散パートは，様々な単純化された概念／仮定に基づいており，その主

要なものは以下のような仮定である。 
① 均質な多孔質媒体による近似 
② 鉱物固相の表面電位は陽イオン交換容量に基づいて算出 
③ 層間ポテンシャルは P-B 方程式の孤立平板解の単純重ね合せ近似 
④ 間隙水中の支配化学種として 1:1 型電解質を想定 
⑤ Gouy - Chapman のシンプルな電気二重層モデル 

 
① 均質な多孔質媒体による近似 

圧縮ベントナイトの間隙構造モデルは，現状の ISD モデルで検討している均質多孔質媒体モデ

ル（例えば，Ochs et al., 2001 ; Lehikoinen, 1999）と，より現実的に不均質な間隙構造を考慮した

不均質モデルの大きく 2 つに分けられ，最近は後者のより複雑なモデルも検討されている（例え

ば，Bradbury and Baeyens, 2003 ; Bourg et al., 2006, 2007 ; Kozaki et al., 2008）。ISD モデル発展の現

段階では，より単純で明快なモデル化という基本思想に基づき，またシンプルな均質多孔質媒体

モデルの限界を明らかにすることを目的として，本研究においては当面①の仮定を踏襲すること

とする。 
 
② 鉱物固相の表面電位は陽イオン交換容量に基づいて算出 

仮定②は，層間ポテンシャルの P-B 方程式を解く際に必要な境界条件の一つの候補である。

ISD2001 モデルでは固相表面の境界条件として，陽イオン交換容量 CEC からモンモリロナイト比

表面積および拡散層電荷割合を考慮して表面電荷密度に換算し，さらに 1:1 型電解質の Gouy - 
Chapman モデルを仮定して算出した表面電位を採用している。粘土鉱物の表面としてはシロキサ

ン表面のほかにエッジ表面も寄与するため，②はかなり大胆な仮定ではあるが，ずり面における

ゼータ電位の実測データとも整合的であることが分かっている（Ochs et al., 1998）。したがって，

②の仮定はそのまま踏襲することとする。ただし，拡散層電荷割合の概念は導入しない（すなわ

ち fDL= 1）。 
 
③ 層間ポテンシャルは P-B 方程式の孤立平板解の単純重ね合せ近似 
 この仮定は，狭隘間隙における静電ポテンシャルの解の精度に関するものである。P-B 方程式

の境界条件として厳密には，対称性から 2 枚の平行平板の中間点における電位勾配がゼロという

条件，および表面側境界条件を設定して解くことになる。しかしながら，この境界条件での解析

解は一般に特殊関数になり，実際には数値的に解く必要がある。そこで解析を容易にするために， 
1 枚の荷電表面に対して無限遠方での電位をゼロとする境界条件で P-B 方程式を解き，その解を

単純に重ね合せたものを，2 枚の表面間の静電ポテンシャルとして扱うのが③の仮定である。こ

の簡易な境界条件は，層間距離が十分に大きい場合は精度の高い解になるが，ベントナイトの密

度や間隙水の電解質濃度の条件によっては過剰な評価になる（2.5 節参照）。したがって拡散モデ

ルの修正版では，この仮定を変更し，厳密な境界条件で静電ポテンシャルを評価することにする。 
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④ 間隙水中の支配化学種として 1:1 型電解質を想定 
この仮定は，想定し得る処分環境における間隙水中の支配化学種に関するものであるが，支配

化学種の電解質タイプによって層間の静電ポテンシャルは変化する。静電ポテンシャルの電解質

タイプ依存性を見るため，クニピア F（モンモリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）
の系で，乾燥密度が 2000 [kg m−3]（層間距離 = 0.381 [nm]）および 400 [kg m−3]（層間距離 = 5.37 
[nm]），イオン強度を 0.01 [mol dm−3]および 0.5 [mol dm−3]とした条件を例にして，これら 4 ケース

の狭隘間隙の静電ポテンシャル分布を評価した結果を図 2.4-1, 2.4-2 に示す。 
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図 2.4-1 層間における静電ポテンシャル分布の電解質タイプ依存性(0.5 [mol dm−3]) 

乾燥密度 400 [kg m−3]（左図）および乾燥密度 2000 [kg m−3]（右図） 
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図 2.4-2 層間における静電ポテンシャル分布の電解質タイプ依存性(0.01 [mol dm−3]) 

乾燥密度 400 [kg m−3]（左図）および乾燥密度 2000 [kg m−3]（右図） 
 

ただし P-B 方程式の境界条件は，厳密な平行平板境界条件を設定した。図からわかるように，

ポテンシャル分布形状の乾燥密度およびイオン強度による依存性はあるものの，1:1 型タイプを

基準として，カチオンの価数による差異に比べ，アニオンの価数による差異は比較的小さいと言

える。乾燥密度とイオン強度の条件バリエーションによる電解質タイプの差異をより鮮明に示す

ため，層間における静電ポテンシャル ψ(x) [V]の平均値を図 2.4-3 にプロットした。ただし静電ポ

テンシャルの平均値は，次式で評価した。 

   ∫=
d

xx
d 0

d)(1: ψψ    (2.4-1) 
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図 2.4-3 の横軸はデバイ長さの逆数 κ [m−1]と層間距離 d [m]の積であり，イオン強度と乾燥密度の

依存性を 1 つの無次元パラメータで表した量である。ただし κとイオン強度 I [mol dm−3]は，次の

関係にある。 

   ∑∑ ===
j

jj
j

jj nzI
kT
Ienz

kT
e

,b
2

b0

2

,b
2

b0

2
2

2
1,2

εεεε
κ    (2.4-2) 

ここで εb はバルク水の比誘電率[-]，ε0 は真空の誘電率[C V−1 m−1]，e は電気素量[C]，zj はイオン j
の価数[-]，nb,j はバルク水におけるイオン j の数密度[m−3]，k は Boltzmann 定数[J K−1]，T は絶対温

度[K]を表す。図 2.4-3 には，「第 2 次取りまとめ」の緩衝材条件および地下水条件（降水系／海水

系）等を念頭に，想定すべき条件範囲を矢印で示した。図 2.4-3 より，広い範囲の条件バリエー

ションにおいて，静電ポテンシャルの平均値はカウンターイオンであるカチオンの価数には大き

く依存するが，アニオンの価数による違いは比較的小さいと結論できる。実際の処分環境条件を

考慮すると，2 価以上のカチオンが支配化学種となることは考えにくく，したがって 1:1 型電解

質を想定した解析を踏襲するものとする。ただし，想定し得る処分環境条件の範囲において，1:1
型タイプと 1:2 型タイプのポテンシャルには，小さいとはいえ有意な差が認められるため，今後

のモデル高度化における懸案事項として保留する。 
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図 2.4-3 層間ポテンシャル平均値の電解質タイプ依存性 

 
 
⑤ Gouy - Chapman のシンプルな電気二重層モデル 

最後に⑤について検討する。従来の ISD2001 モデルでは，最もシンプルな Gouy - Chapman の拡

散電気二重層モデルに基づいて，狭隘間隙中の静電ポテンシャル分布／イオン濃度分布を評価し

ている。このモデルでは，鉱物固相の構造電荷は固液界面上に 2 次元的に電荷が連続分布してい

る。また溶媒は，誘電率一定，粘性係数一定の連続媒体近似であり，そこに内部構造は存在しな

い。単なるバックグラウンドである。さらに，溶質は連続的な荷電流体であり，電荷の密度分布

は変化し得る。すなわち，全ての領域において連続体近似であり，分子的描像／構造は考慮され

ていない。したがって ISD 拡散パートのモデル高度化に当たっては，連続体近似を補正し得る影

響因子を列挙して，拡散係数評価への影響度合いを見積もり，その影響度によっては ISD モデル

に組み込んでより精緻な評価をする必要がある。 
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粒子的な構造を反映した影響因子として，以下のようなものが考えられる。 
 
●固相の構造を反映した効果 
 ➢ 鉱物厚さの考慮・・・鉱物の構造電荷（永久電荷）は，四面体シートあるいは八面体シート

における同形置換に起因する。モンモリロナイトのように八面体シートで同形置換する場合，

表面から電荷までの距離は 0.3 ~ 0.5 nm 程度になり，圧縮度の高いベントナイトでは層間距

離と比較して無視できない距離である。この厚さにより，表面電位に影響を及ぼすことが考

えられる。 
➢ 表面電荷分布の離散化・・・鉱物の構造電荷は，ナノスケールではもちろん離散的に分布し

ており，界面近傍においても一定密度で連続的に分布しているわけではない。したがって電

荷の局在性により，鉱物表面近傍での拡散に影響を及ぼす可能性がある。 
 
●溶媒の構造を反映した効果 
 ➢ 電場分布による粘性の変化・・・一般に，外部電場の下で極性溶媒の双極子モーメントが影

響を受けて，溶媒の粘性が変化する現象が知られている。この現象は電粘性効果（viscoelectric 
effect）と呼ばれる（界面動電現象に関連した electroviscous 効果とは異なる。なお，これらの

粘性効果については，例えば Low(1961)を参照のこと）。狭隘間隙中においても，バルク溶液

中と同様に Einstein - Stokes の関係式が成り立つものと仮定すると，電粘性効果により拡散係

数が変化し得る。ただし電粘性効果は，拡散粒子の動的性質への影響であり，平衡系の静電

ポテンシャルを求める段階では影響しないと考える。 
➢ 電場分布による誘電率の変化・・・一般に，強い電場の下では極性溶媒の誘電率は低下する

ことが確認されており，この現象は誘電飽和効果（dielectric saturation effect）として知られて

いる（Malsch, 1928）。誘電飽和効果によって，系の化学ポテンシャルに補正項（静電的水和

エンタルピー項）が加わり，その結果Boltzmann分布が修正される。さらにPoisson方程式は，

静電場のMaxwell方程式に立ち返って解く必要がある。誘電率を電場の関数として表わす試

みは，Debye(1929), Booth(1951)などによって展開された。また誘電飽和効果を考慮した電気

二重層モデルの解析は，たとえばGrahame(1950), Gur et al.(1978a; 1978b), Basu and 
Sharma(1994)などによって行われた。 

 ➢ 電場分布による溶媒の比体積の変化・・・上記 2 つの溶媒効果と同様に，帯電した鉱物表面

近傍における電場の影響により水の構造が変化し，層間水の比体積（密度の逆数）が変化す

ることが考えられる。溶媒の密度変化が層間の静電ポテンシャル，あるいは溶質の拡散挙動

に与える影響は明らかでない。 
 
●溶質の分子論的効果 
 ➢ 溶質粒子間の短距離相互作用の考慮・・・中性粒子も含め溶質粒子の間には，量子力学的な

効果として短距離相互作用が働く。この効果を考慮するため，系の化学ポテンシャルに幾何

学的な排除体積項を導入し，Boltzmann 分布を修正して Poisson 方程式を解くことになる。排

除体積効果により表面近傍におけるカチオンの過剰濃度が緩和され，溶質の濃度分布に影響

を及ぼすことが考えられる。イオンの排除体積効果は，Kirkwood(1934)などにより解析が開

始された。 
 ➢ イオン間静電相互作用の考慮・・・溶質イオン間の静電相互作用を考慮した解析である。個々

のイオンは周囲のイオン雰囲気と相互作用することにより，その分布に影響すると考えられ

る。イオン間静電相互作用を取り入れた解析は，たとえば Kirkwood(1934), Loeb(1951), 
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Williams(1953), Bell and Levine(1966), Outhwaite(1970)などにより，電気二重層の統計力学理論

として展開された。実際にこの効果を考慮して P-B 方程式を解くことは，強い非線形性のた

めに数値解析でも容易ではないが，その本質はバルク溶液中での Debye - Hückel 理論を荷電

表面近傍で展開することにある。 
 ➢ イオンの分極効果・・・外部電場中にイオンあるいは中性粒子が置かれたとき，本来原子核

の周囲に対称に分布していた電子が非対称に変形し，双極子モーメントが発生する。この現

象は電子分極と呼ばれる。これは溶質粒子の内部構造に起因した効果であり，極性溶媒との

相互作用などに影響を及ぼすことが考えられる。 
 
もちろん上記に掲げた影響因子が全てではない。さらに固相，溶媒および溶質の三者間の相互

作用影響も影響因子として検討すべきである。固相－溶媒間の相互作用として，例えば鉱物表面

の酸素原子と極性溶媒分子との水素結合などの局所的相互作用がある。この相互作用により，た

とえ構造電荷がない鉱物でも，狭隘間隙の表面近傍では溶媒の構造が変化して粘性の変化，誘電

率の変化が起こりうる。溶媒－溶質間の相互作用の例としては，イオンの水和による物性の変化

などがある。また溶質－固相間の相互作用として，イオンの特異収着，固相内部に生起する鏡像

電荷の影響などが考えられる。さらに狭隘間隙水とバルク溶液の関係として，電荷／マスバラン

ス，化学ポテンシャルの補正に伴う活量係数の影響など検討すべき課題がある。 
上記に掲げた Gouy - Chapman 電気二重層モデルを補正する高度化因子のうち，先行研究による

評価解析（例えば，高橋, 1989; Kato et al., 1995; Lehikoinen, 1999）や評価方針の難易度を踏まえ，

まずは電粘性効果の影響度合いについて検討し，ISD2001 モデルの改良版（以下，ISD2009 モデ

ル）を構築する。その他の高度化因子のうち，その影響度合いが大きいと考えられる因子につい

ては第 3 章で詳細に検討する。 
 

2.5 ISD2009 モデル拡散パートの構築 
前節の検討を踏まえ，①P-B 方程式の境界条件の厳密な設定，②電粘性効果，を考慮すること

により ISD2001 モデル拡散パートを改良する。 
 
1) Poisson - Boltzmann 方程式の境界条件の厳密な設定 

前節の検討を踏まえ，まずは P-B 方程式における境界条件の違いによる影響を定量的に評価す

る。基礎となる Poisson 方程式は，以下で与えられる。 

  ∑=−=
j

jj xnzexx
x

)()(,)(
d
d

0b
2

2

ρ
εε

ρψ
   (2.5-1) 

ここで x は層間における左側界面からの距離[m]，ψ(x)は左側界面からの距離 x の位置における静

電ポテンシャル[V]，ρ(x)は位置 x における電荷密度[C m−3]，εb はバルク水の比誘電率[-]，ε0 は真

空の誘電率[C V−1 m−1]，e は電気素量[C]，zj はイオン j の価数[-]，nj(x)はイオン j の数密度[m−3]を
表す。ただし，現段階の拡散モデルにおいては，溶液の比誘電率は電場の影響を受けないものと

する。次に nj(x)は，静電ポテンシャル中でイオン j が熱平衡状態にあることを仮定して，以下の

ような電気化学ポテンシャルで定められる（3.1 節参照）。 

   )()(ln)( 0 xzexnkTx jjjj ψμμ ++=    (2.5-2) 

ここで μj(x)は位置 x におけるイオン j の電気化学ポテンシャル[J]，μj
0 は液相中におけるイオン j

の標準化学ポテンシャル，k は Boltzmann 定数[J K−1]，T は絶対温度[K]である。系が平衡状態に
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あるならば，バルク溶液中および荷電表面近傍での電気化学ポテンシャルは等しいので，バルク

溶液中での静電ポテンシャルをゼロとして，式(2.5-2)より nj(x)は以下の Boltzmann 分布となる。 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

kT
xze

nxn j
jj

)(
exp)( b,

ψ
   (2.5-3) 

ここで nb,j はバルク溶液中のイオン j の数密度を表す。 
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図 2.5-1  P-B 方程式の境界条件の概念図 
“重ね合せ”境界条件（左図）および“平行平板”境界条件（右図） 

 
Poisson - Boltzmann 方程式(2.5-1), (2.5-3)を，2 種類の境界条件を設定して解くことを考える（図

2.5-1 参照）。図 2.5-1 の境界条件Ⅰは，現状の ISD モデル（ISD2001）において採用している簡略

化された方法であり，表面電位が一定の荷電表面を 1 枚置いて，表面から無限遠方での電位をゼ

ロとする境界条件で P-B 方程式を解き，その解を 2 枚の平板を距離 d の間隔で単純に“重ね合せ”

たものを，2 枚の表面間の静電ポテンシャルとする近似である。すなわち，境界条件として以下

のように設定する。 

  0|)(,|)( 00 == ∞== xx xx ψψψ    (2.5-4) 

ここで ψ0 は荷電表面における静電ポテンシャルである。1:1 型電解質の場合に，z+ = −z− = 1, nb+ = 
nb− = nb として(2.5-1), (2.5-3), (2.5-4)を解くと，孤立平板による（左側）解として以下を得る。 
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したがって重ね合せ近似による解析解は，式(2.5-5)の解を距離 d [m]の間隔で左右重ね合せた次式

になる。ただし γは表面電位 ψ0 で決まる無次元パラメータ，κはデバイ長さの逆数[m−1]である。 
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界面側の境界条件として表面電位 ψ0 ではなく，表面電荷密度 σ0 [C m−2]が与えられた場合，溶

液側電荷量と表面電荷量との電荷バランスの条件より，界面側の境界条件として次式を使う。 

  
0b

0

0d
d

εε
σψ

−=
=xx

   (2.5-8) 

ちなみに重ね合せ近似で 1:1 型電解質の場合，表面電荷密度と表面ポテンシャルの関係は，次式

で与えられる。 

  ⎟
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ψεεσ    (2.5-9) 

ISD モデルでは，表面電荷密度を陽イオン交換容量 CEC [C kg−1]およびモンモリロナイト比表面

積 S [m2 kg−1]から次式で算出して用いる。 

  
S

CEC
=0σ    (2.5-10) 

ただし，拡散層電荷割合は導入しない。 
一方，図 2.5-1 の境界条件Ⅱは，表面ポテンシャルが一定の 2 枚の荷電表面をはじめから距離 d

の間隔で配置した“平行平板”に対し，系の対称性から中間点での電位勾配をゼロと設定して P-B
方程式を解く。すなわち，表面側境界条件として表面ポテンシャル ψ0 が与えられた場合 
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=
=

dx
x x

x ψψψ    (2.5-11) 

を境界条件として，また表面電荷密度 σ0 が与えられた場合 

0
d
d,

d
d

20b

0

0

=−=
== dxx xx

ψ
εε

σψ
   (2.5-12) 

を境界条件として，それぞれ P-B 方程式(2.5-1), (2.5-3)を数値的に解くことになる。境界条件Ⅱの

場合，電気二重層間の相互作用を考慮したより厳密な取り扱いではあるが，一般に解析解を初等

関数で表すことができず，数値解析に頼らざるを得ない。 
静電ポテンシャル分布の境界条件による違いを見るため，クニピア F（モンモリロナイト含有

率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）の系で，乾燥密度が 2000 [kg m−3]（層間距離 = 0.381 [nm]）
および 400 [kg m−3]（層間距離 = 5.37 [nm]），イオン強度を 0.01 [mol dm−3]および 0.5 [mol dm−3]と
した条件を例にして，これら 4 ケースの狭隘間隙の静電ポテンシャル分布を評価した結果を図

2.5-2, 2.5-3 に示す。ただし電解質のタイプは 1:1 型とする。図からわかるように，乾燥密度が低

い，すなわち層間距離が大きい条件では，境界条件による差は比較的小さいが，乾燥密度が高い

条件では差が顕著になる。この解析では，表面ポテンシャルを−0.06 [V] の条件に設定しているこ

とを考えると，“重ね合せ”近似のポテンシャルが過剰に評価されていることがわかる。 
 乾燥密度とイオン強度の条件バリエーションによる P-B 方程式境界条件の差異をより鮮明に示

すため，層間における静電ポテンシャルの平均値を図 2.5-4 にプロットした。横軸はデバイ長さ

の逆数 κ と層間距離 d の積である。図 2.4-3 と同様に，処分環境として想定すべき条件範囲を矢

印で示した。想定し得る条件では，“重ね合せ”近似のポテンシャルが過剰に評価されることは明

らかであり，したがって“平行平板”境界条件による厳密な解析が必要であるといえる。ISD2009
モデルパートの構築では，この解析結果を踏まえ，ISD2001 モデルの仮定を変更し，平行平板で

の厳密な境界条件で静電ポテンシャルを評価することとする。 
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図 2.5-2 層間における静電ポテンシャル分布の異なる境界条件での比較(0.5 [mol dm−3]) 

乾燥密度 400 [kg m−3]（左図）および乾燥密度 2000 [kg m−3]（右図） 
 

-0.08 

-0.07 

-0.06 

-0.05 

-0.04 

-0.03 

-0.02 

-0.01 

0.00 

0.0E+00 1.0E-09 2.0E-09 3.0E-09 4.0E-09 5.0E-09

静
電

ポ
テ

ン
シ

ャ
ル

[V
]

左側界面からの距離 [m]

クニピアF

イオン強度＝0.01 [mol/L]

乾燥密度＝400 [kg/m3]

層間距離＝5.37 [nm]

1：1型電解質タイプ

表面電位一定（-60[mV]）

平行平板

重ね合せ

-0.12 

-0.10 

-0.08 

-0.06 

-0.04 

-0.02 

0.00 

0.0E+00 1.0E-10 2.0E-10 3.0E-10

静
電

ポ
テ

ン
シ

ャ
ル

[V
]

左側界面からの距離 [m]

クニピアF

イオン強度＝0.01 [mol/L]

乾燥密度＝2000 [kg/m3]

層間距離＝0.381 [nm]

1：1型電解質タイプ

表面電位一定（-60[mV]）

平行平板

重ね合せ

 
図 2.5-3 層間における静電ポテンシャル分布の異なる境界条件での比較(0.01 [mol dm−3]) 

乾燥密度 400 [kg m−3]（左図）および乾燥密度 2000 [kg m−3]（右図） 
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図 2.5-4 層間ポテンシャル平均値の異なる境界条件での比較 
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2) 電粘性効果 
水は比較的強い極性を持つ分子から成る溶媒である。液相なので個々の水分子の向きは一見ラ

ンダムに思えるが，平均的な構造は，水素結合によって四面体構造をとる氷の結晶構造に近い。

氷と水との違いは，平均的な配位数（氷は約 4，水は約 4.5）と構造の平均寿命である（上平，1998）。
帯電した鉱物表面近傍における電場が十分強くなると，水素結合の結合エネルギーよりも静電エ

ネルギーの方が高くなり，水素結合を破壊して水構造の転移が起こる可能性がある。溶媒の粘性

のメカニズムは，溶媒分子と溶質粒子との力学的相互作用だから，水構造の転移が粘性に影響を

及ぼすことが考えられる。したがって，電場の影響により溶媒の粘性係数が変化する可能性があ

る。実際，Andrade and Dodd(1946)は極性有機溶媒系における粘性係数の電場強度依存性に関する

実験を行い，電場強度が概ね 2×106 [V m−1]以下では次のような実験式を得た。 

  
x

xEEfE
d
d)(,)1()( 2

ve0
ψηη −=+=    (2.5-13) 

ここで E は電場（電位勾配）[V m−1]，η(E)は電場 E における溶媒の（静的）粘性係数 [N s m−2]，
η0 は電場ゼロのバルクにおける溶媒の粘性係数，fveは電気粘性係数[V2 m−2]である。Lyklema and 
Overbeek(1961)は，有機溶媒系の実測データおよび誘電体理論による考察に基づき，水の電気粘

性係数を fve = 1.02×10−15 [V2 m−2]と評価した。また Hunter and Leyendekkers(1978)は，モンモリロ

ナイト層間における水の粘度の面間隔依存性に関する実測データ（Low, 1976）とのフィッティン

グにより，fve = (0.5 ~ 1.0)×10−15 [V2 m−2]と評価した。本解析では，先行研究による評価解析（高

橋, 1989; Kato et al., 1995; Lehikoinen et al., 1998）を考慮して，fve = 1.02×10−15 [V2 m−2]の値を用い

た。 
一般に，溶質イオンの拡散係数 D [m2 s−1]と溶液の粘性係数 η [N s m−2]の関係は Stokes - Einstein

の関係式として知られており，完全剛体球の場合は次式で与えられる。 

   
ηπ r

kTD
6

=    (2.5-14) 

ここで r は剛体球で近似した拡散イオンの半径[m]である。電場 E が存在する電気二重層中におい

ても，Stokes - Einstein の関係式が成り立つものと仮定すると式(2.5-14)より次式が成り立つ。 

   0
0

)(
)( D

E
ED

η
η

=    (2.5-15) 

ここで D0 は電気二重層中の電場がゼロになる点（すなわち層間の中点）における拡散係数であり，

バルク溶液中（自由水中）の拡散係数とは必ずしも一致しない（電場がゼロでも電位がゼロとは

限らない）。ISD モデル拡散パートの核心部分は，電気二重層における静電ポテンシャルの存在に

より，電位ゼロの自由水中に対する濃度変化分の割合に比例して拡散係数が変化するところにあ

る。したがって層間の中点における拡散係数を基準にすると，層間のある位置 x における拡散係

数は，中点に対する濃度の変化分と粘性係数の変化分を同時に考慮したものとして得られる。す

なわち位置 x におけるイオン i の拡散係数 Di(x)は，次式により得られる。 

   )2(
)2(

)(
)(

)( 0 dD
dn

xn
x

xD i
i

i
i ⋅=

η
η

   (2.5-16) 

ここで ni(d/2)は層間中点におけるイオン i の数密度である。一方，層間中点におけるイオン i の拡

散係数 Di(d/2)は，バルクの数密度 nb,iと自由水中拡散係数 Dw,i で表すと次式になる。 
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   i
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)2()2( =    (2.5-17) 

したがって拡散係数 Di(x)は，(2.5-3), (2.5-13), (2.5-16), (2.5-17)より次式で評価できる。 
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図 2.5-5 電粘性 on/off の違いによる拡散係数の比較 

1 価カチオンの場合（左図）および 1 価アニオンの場合（右図） 
 
 電粘性の効果を見るため，クニピアF（モンモリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]），
1:1 型電解質，乾燥密度が 800 [kg m−3]（層間距離 = 0.225 [nm]），イオン強度を 0.01 [mol dm−3]の
条件を例にして，1 価カチオンおよびアニオンの層間と自由水中拡散係数の濃度比 Di(x)/Dw,i を図

2.5-5 に示す。比較のため，電粘性を考慮しない場合（式(2.5-16)で電気粘性係数 fveをゼロとする

場合）も示した。式(2.5-16)が示すように，界面近傍の電場が強い領域で，より電粘性効果が高い

ことが図 2.5-5 から分かる。ISD2009 モデル拡散パートの構築では，この解析結果を踏まえ，電粘

性効果を考慮した解析を実施することとする。 
 

3) ISD2009 モデル拡散パートの構築と適用例；Sr2+, Cs+, I− 
前節で示したように，ISD2009 モデル拡散パートを構築するに当たって，前提となる ISD2001

モデル拡散パートの基本仮定の変更点，①P-B 方程式の境界条件の厳密な設定，②電粘性効果，

に注意して比較・整理したものを図 2.5-6 に示す。ここに示されたモデルの変更点は，ISD モデル

のキー・パラメータである電気的収れん度 δel に直接反映する。ISD2001 モデルの電気的収れん度

は，イオン i のバルク濃度に対する層間濃度の割合の平均値として評価する。すなわち式(2.5-3)
より，次式で与えられる。 
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一方 ISD2009 モデルの電気的収れん度は，バルク濃度に対する層間濃度の割合にさらに粘性係数

の変化を考慮して平均化する。すなわち式(2.5-18)より，次式で与えられる。 
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ただし式(2.5-19), (2.5-20)の静電ポテンシャル ψ(x)は，乾燥密度，イオン強度，P-B 方程式の境界

条件，電解質タイプなどの諸条件により，当然異なるものである。 
 

ISD2001モデル
➢均質な多孔質媒体近似
➢1:1型電解質タイプ
➢Gouy-Chapmanの電気二重層モデル
➢シンプルなPoisson-Boltzmann方程式
➢静電ポテンシャルの重ね合せ近似
➢溶媒の誘電率一定
➢溶媒の粘性係数一定
➢フィッティングパラメータ fDLの導入

ISD2009モデル
➢均質な多孔質媒体近似
➢1:1型電解質タイプ
➢Gouy-Chapmanの電気二重層モデル
➢シンプルなPoisson-Boltzmann方程式
➢平行平板境界条件
➢溶媒の誘電率一定
➢電粘性効果の考慮
➢実測値とのフィッティングなし

 

図 2.5-6 ISD2001 モデルおよび ISD2009 モデルの前提条件の比較・整理 
 
 ISD2001 モデルの前提条件の変更が電気的収れん度に及ぼす影響度合いを明示するため，前提

条件を変えた 4 種類のモデルで電解質濃度（イオン強度）依存性を評価した。クニピア F（モン

モリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]），1:1 型電解質，乾燥密度が 800 [kg m−3]（層

間距離 = 0.225 [nm]）の条件の下で，例として 1価カチオン及びアニオンの場合を図 2.5-7に示す。 
 

1.E-01

1.E+00

1.E+01

1.E+02

1.E+03

1.E+04

0.01 0.10 1.00 

電
気

的
収

れ
ん

度
δ

e
l
[-

]

電解質濃度 [mol/L]

クニピアF

1：1型電解質タイプ

層間距離＝2.25 [nm]

平行平板，電粘性あり

ISD2009モデル
重ね合せ，fDL＝0.33

ISD2001モデル

平行平板，電粘性なし

重ね合せ，fDL＝1

1価カチオンの電気的収れん度

1.E-03

1.E-02

1.E-01

1.E+00

1.E+01

0.01 0.10 1.00 

電
気

的
収

れ
ん

度
δ

e
l
[-

]

電解質濃度 [mol/L]

平行平板，電粘性なし

重ね合せ，fDL＝1

1価アニオンの電気的収れん度 クニピアF

1：1型電解質タイプ

層間距離＝2.25 [nm]重ね合せ，fDL＝0.33

ISD2001モデル

平行平板，電粘性あり

ISD2009モデル

 

図 2.5-7 前提条件が異なるモデルによる電気的収れん度の比較 
1 価カチオンの場合（左図）および 1 価アニオンの場合（右図） 

 
 図中の“重ね合せ，fDL= 0.33”（モデル A）は ISD2001 モデルそのものであり，“重ね合せ，fDL= 
1”（モデル B）は拡散層電荷割合の概念を導入しないモデルである。また“平行平板，電粘性な

し”（モデル C）は P-B 方程式の境界条件は厳密な平行平板境界条件であり，かつ電粘性効果は考

慮しないケースである。もちろん，fDL= 1 とする。さらに“平行平板，電粘性あり”（モデル D）

は平行平板境界条件かつ電粘性効果を考慮するケース，すなわち ISD2009 モデルである。まずモ

デル A と B を比べると，拡散層電荷割合の概念を導入しなければ，カチオンは過剰評価され，逆

にアニオンは過小評価されることが分かる。次にモデル B と C を比べると，P-B 方程式の境界条

件の違いは，電解質濃度が薄い系でより顕著になっている。これはイオン強度が小さくなるに従
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って電気二重層がより発達し，左右両界面からの電気二重層の重なりがより大きくなるためであ

る。このことは 2.5 節 1)の解析結果とも整合的である。さらにモデル C と D を比べると，電粘性

の効果により，電気的収れん度が軒並み減少していることが分かる。なお，アニオンの方が電気

的収れん度の減少率が低いのは，界面に近いほどアニオン濃度が低くなり，したがって電粘性の

効果がカチオンに比べあまり効かなくなるためである。モデル A, B の差およびモデル C, D の差

を比較すると，電粘性の効果は，拡散層電荷割合を導入して実測データとのフィッティングを行

った効果と同程度であることが分かる。 
 上記で構築した ISD2009 モデルを用いて，イオン i の実効拡散係数 De,i を算出する。ISD モデ

ルにおける実効拡散係数の評価式は，次式で与えられる。 

   i
i

i DD w,2
el,g

e, τ
δδ

φ=    (2.5-21) 

ここでφはベントナイトの間隙率[-]であり，ベントナイトの真密度および乾燥密度[kg m−3]をそれ

ぞれ ρs, ρb として，次式で与えられる。 

   
s

b1
ρ
ρφ −=    (2.5-22) 

 またδgは幾何学的収れん度[-]であり，δg > 1ならば拡散経路方向に沿って間隙幅が広がることを

示し，逆にδg < 1ならば間隙幅は狭まる。現状の均質な多孔質媒体近似モデルでは，間隙幅が増大

する経路と狭まる経路の数が平均して等しいと仮定して，δg = 1とする（Ochs et al., 1998; 2001）。
さらにτ2はベントナイトの屈曲度[-]であり，実際に拡散移行した経路の長さと，幾何学的に可能

な限り最も短い拡散移行距離（拡散媒体の厚さに相当）の比で表され，HTOなど拡散媒体と相互

作用を起こさないトレーサを用いて評価できる（佐藤, 2002）。例えば，中性粒子であるHTOの

自由水中拡散係数Dw,HTOおよび見かけの拡散係数Da,HTOの実測データを用いて，次のように評価で

きる。 

   
HTOa,

HTOw,2

D
D

=τ    (2.5-23) 

HTOの自由水中拡散係数Dw,HTOとしては，既存の文献値（例えば，日本化学会編化学便覧, 2004）
を用いる。従来のISD2001モデルではτ2の値として，クニゲルV1はSato et al. (1993)から，またクニ

ピアFはSato et al. (1992)からそれぞれ見かけの拡散係数の実測データを引用し，以下のような経験

式を導出して用いた。 

クニゲル V1（ρs = 2700 [kg m−3]）： )00113693.0exp(926228.0 b
2 ρτ ⋅⋅=    (2.5-24) 

クニピア F（ρs = 2880 [kg m−3]）： )00169875.0exp(423897.1 b
2 ρτ ⋅⋅=    (2.5-25) 

図2.3-2中でのモデルによる評価式も，式(2.5-25)を用いて算出した。ところで屈曲度τ2の評価には，

HTOの実効拡散係数De,HTOを用いることもできる。 

   
HTOw,

HTOe,
2 D

Dg

φτ
δ

=    (2.5-26) 

この表式において，幾何学的収れん度および屈曲度は独立には評価せず，幾何学因子（δg/τ2）を

拡散係数の比として評価した。幾何学的収れん度や屈曲度などの媒体に依存した幾何学的な形状
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ファクターは，本来個別に評価することが困難であり，屈曲度の評価に拡散係数の実測データを

用いる以上，δg = 1 と仮定することにあまり意味はない。ただし，幾何学的収れん度および屈曲

度を，拡散媒体の形状などから完全にモデル化して評価することは，興味ある課題である。 

 幾何学因子の評価において，HTOの見かけの拡散係数を用いる(2.5-23)式と実効拡散係数を用い

る(2.5-26)式の結果は，本来整合的であるのが理想だが，実際には拡散試験手法の違いに由来する

差異が現れる。本報告では，以下でモデル高度化の影響を評価する際，種々のモデルで算出され

た実効拡散係数の電解質濃度依存性をおもに比較する。したがって，上記で構築したISD2009モ
デルは，HTOの実効拡散係数の最新データを用いて幾何学因子を評価することとし，そのため従

来のISD2001モデルとの比較においても，図2.3-2中のISD2001モデルの場合と異なり，ここでは式

(2.5-26)を用いて評価した（図2.5-8参照）。なおISD2009モデルにおける幾何学因子を算出する際に

は，HTOの実効拡散係数に対する電粘性の効果を考慮して，HTOの電気的収れん度δel,HTOで割っ

た量を用いる必要がある。 

   
HTOw,

HTOel,HTOe,
2

)(
D

Dg

φ
δ

τ
δ

=    (2.5-27) 

 ベントナイトの細孔幅（層間距離）d [m]は，ベントナイトの空隙にモンモリロナイトが均質に

占有すると考えて，次式で算出する。 

   
rS

d
bs

bs )(2
ρρ

ρρ −
=    (2.5-28) 

ここで S はモンモリロナイトの比表面積[m2 kg−1]，r はベントナイト中のモンモリロナイト含有率

[-]を表す。さらにイオン i の自由水中拡散係数 Dw,i [m2 s−1]は，次式のように Nernst の評価式

（Robinson and Stokes, 1959）を用いて算出する。 

   
||2,w

i

i
i zF

RTD
∞

=
λ

   (2.5-29) 

ここで R は気体定数[J mol−1 K−1]，F はファラデー定数[C mol−1]，λi
∞は極限モル伝導率[C2 m2 J−1 s−1 

mol−1]である。なお，Nernst の評価式としてここでは Robinson and Stokes(1959)から引用し，極限

モル伝導率も同書に準じた値を用いているが，文献によっては式(2.5-29)において価数の 1 乗では

なく 2 乗で割った式で定義しているものがある。その場合には，極限モル伝導率があらかじめ価

数（の絶対値）を乗じて定義してある（例えば，日本化学会編化学便覧, 2004）ので，文献によ

っては注意を要する。 
 ISD2009 モデルの電気的収れん度 δel,i を用いて，式(2.5-21)により Sr2+/Cs+/I−の実効拡散係数 De,i

を計算した結果を図 2.5-8 に示す。クニピア F（モンモリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg 
m−3]），乾燥密度が 800 [kg m−3]の条件で電解質濃度依存性を評価した。また，ベントナイトの陽

イオン交換容量は CEC = 1.042×105 [C kg−1]，モンモリロナイト比表面積は S = 8.1×105 [m2 kg−1]，
水の電気粘性係数は fve = 1.02×10-15 [V2 m−2]を用いて計算した。さらに，極限モル伝導率 λi

∞ [C2 m2 
J−1 s−1 mol−1]は日本化学会編化学便覧(2004)のデータに基づいて，Sr2+：5.946×10−3，Cs+：7.73×10−3，

I−：7.69×10−3 の値を用いた。幾何学因子の計算には，HTO の実効拡散係数 De,HTO = 7.383×10−11 [m2 
s−1]（電解質濃度が 0.01, 0.1, 0.5 [mol dm−3]の 3 点における実測データの平均値，日本原子力研究

開発機構, 2011），HTO の自由水中拡散係数 Dw,HTO = 2.27×10−9 [m2 s−1]として，式(2.5-27)を用いた。

その際，HTO の電気的収れん度 δel,HTO については，比 De,HTO／δel,HTO が電解質濃度にほとんど依

存しないことを確認して，HTO の実効拡散係数の場合と同様に，電解質濃度が 0.01, 0.1, 0.5 [mol 
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dm−3]の 3 点における δel,HTOの平均値 0.45531 を用いた。 
 比較のために ISD2001 モデルの解析結果（ただし，幾何学因子は式(2.5-26)を用いて算出）を点

線で示した。図 2.5-7 の結果と合わせて考察すると，カチオンの低濃度側では，おもに P-B 方程

式の境界条件を厳密なものに修正した効果により，モデルによる評価が改善されていることが分

かる。またアニオンの高濃度側では，拡散層電荷割合の概念を排除し，かつ電粘性効果を考慮し

たことによりモデルが改善されたことが分かる。このことからも，乾燥密度 400 [kg m−3]のクニピ

ア F で Cs+の見かけの拡散係数に対するフィッティングによって得られた拡散層電荷割合 fDLは，

決して普遍的な値ではなく，一般に他のイオン種には適用できないことを示している。 
 以上のように，ISD2009 モデルの構築により実測データとの整合性が良くなり，またモデルの

構造的な問題は改善されたと言えるが，図 2.5-8 を見る限りでは，多価カチオンおよびアニオン

の低濃度側での定量的な再現性が依然良くない。また，式(2.5-29)から分かるように，自由水中拡

散係数には極限モル伝導率を通してイオン種による違いが反映されているが，式(2.5-20)に基づく

電気的収れん度の評価ではイオンの価数による違いしか反映されていない。次章では，これら不

満足な点の本質的な要因を解明し，さらなるモデルの改善を目指して，個々の高度化因子の影響

評価を実施する。 
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図 2.5-8 ISD2009 モデルによる Sr2+/Cs+/I−の Deの電解質濃度依存性 
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3. 高度化因子の影響評価 

3.1 高度化因子を考慮したモデルのバリエーションとその定義 
 第 2 章で構築した ISD2009 モデル拡散パートでは，圧縮ベントナイト中の狭隘間隙におけるト

レーサー核種の濃淡を表現した電気的収れん度が最も重要なパラメータと言える。その電気的収

れん度の評価には，最もシンプルな Gouy - Chapman の拡散電気二重層モデル（G-C モデル）が採

用された。本章では Gouy - Chapman の拡散電気二重層モデルに基づく Poisson - Boltzmann 方程式

（P-B 方程式）を拡張するに当たって，既往研究の成果（高度化因子を列挙して解析した文献と

して，例えば Levine(1975)参照）も踏まえつつ，溶媒の構造および溶質の分子論的効果を考慮し

た高度化因子として，特に溶媒の誘電飽和効果，イオンの有限体積効果およびイオン間静電相互

作用（イオン雰囲気による遮蔽効果）に着目し，それらの影響評価を試みた。 
 この節ではまず，それぞれの高度化因子を取り入れたモデル，さらに高度化因子を組み合わせ

て取り入れたモデルについて定義／整理する。なお P-B 方程式を解く際の境界条件は，前章 2.5
節の結果を踏まえて可能な限り“平行平板”境界条件を設定し，また表面側境界条件としては基

本的に表面電荷密度を与えるものとする。 

 
① モデルⅠ：オリジナルの Gouy - Chapman モデル 

モデルⅠは，Gouy - Chapman の拡散電気二重層モデルであり，以降のモデルⅡ～Ⅶのベースと

なる基礎モデルである。G-C モデルにおいては，溶媒は誘電率および粘性が一定の連続媒体であ

り，また溶質はイオンを点電荷とする連続荷電体であると仮定する。すなわちイオン性溶液論の

基礎である平均場描像を仮定している（伊勢・曽我見，2004）。この G-C モデルに電粘性効果を

考慮した ISD モデルが，第 2 章で構築した ISD2009 モデルである。したがって，モデルⅠに関す

る解析結果はすでに述べた通りであるが，ここでは溶液中における Maxwell 方程式およびイオン

の運動方程式から出発し，平均場描像の仮定に基づいて P-B 方程式を定式化する。 
 イオン性溶液では，各イオンの速度は光速に比べてはるかに小さいので，Lorentz 力の磁場成分

は無視することができる。したがって溶液中で電場が関係する Maxwell 方程式は， 

  ∑=⋅∇
j

jj tfzet ),(),( rrD    (3.1-1) 

  0),( =×∇ trE    (3.1-2) 

である。ここで・はベクトルの内積，×はベクトルの外積を表わす。また e は電気素量[C]，zj は

イオン j の価数[-]，fj(r,t)は位置 r，時刻 t におけるイオン j の分布関数[m−3]を表す。さらに∇はベ

クトル微分演算子 

  
zyxzyx zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇ eee,,    (3.1-3) 

であり，ei は i 方向の単位ベクトルを表わす。平均場描像の下では溶媒は比誘電率 εr の連続媒質

を形成すると見なされるため，電束密度 D(r,t) [C m−2]および電場 E(r,t) [V m−1]は，次式の関係が

成り立つ。 

  ),(),( 0r tt rErD εε=    (3.1-4) 

ここで ε0 は真空の誘電率[C V−1 m−1]である。式(3.1-2)を満たしている電場 E(r,t)は，静電ポテンシ

ャル Ψ(r,t) [V]の勾配として次式で表わすことができる。



JAEA-Research 2011-047 

- 22 - 

  ),(),( tt rrE Ψ−∇=    (3.1-5) 

これを式(3.1-1)に代入すると，静電ポテンシャルに対する Poisson 方程式 

  ∑−=Ψ∇
j

jj tfzet ),(1),(
0r

2 rr
εε

   (3.1-6) 

が得られる。ただし比誘電率 εrは，この系内では一定であると仮定した。なお系の各瞬間におけ

る静電エネルギーEel(t) [J]は，式(3.1-6)を解いて得られた Ψ(r,t)から，次式の形で得られる。 

   ∫∫ Ψ∇=⋅=
VV

rtrtttE 320r3
el d)],([

2
d),(),(

2
1)( rrErD εε

   (3.1-7) 

ここで V は対象とする領域の体積である。したがって，溶液中でのイオンの運動を反映して静電

ポテンシャルが時間に依存し，系の静電エネルギーも時間的な揺らぎをもつことになる。 
 ところで希薄な溶液中でのイオンの運動は，Newton の運動方程式に支配された古典的粒子の運

動と見なすことができる。このとき各イオンに作用する力として，電場に比例した Coulomb 力の

他に，溶媒から受ける速度に比例した抵抗力，さらにイオン間には平均的な多体相互作用が存在

する。このイオン間多体相互作用の効果を（平均場描像の範囲で）取り入れるため，熱力学的手

法を利用して，化学ポテンシャルを導入する。いま溶質 j が中性粒子の場合，その化学ポテンシ

ャル μj [J]は 

   jjj ckT ln0 += μμ    (3.1-8) 

であり，溶質の濃度 cjの関数となる。ここで μj
0 は溶質 j の標準化学ポテンシャルであり，溶媒に

j 種の溶質分子 1 個だけ加えた場合の Gibbs 自由エネルギーの増分である。また k は Boltzmann 定

数[J K−1]，T は絶対温度[K]である。この表式は溶液の相ごとに平均的に成り立つものであるが，

ここでは溶質 j の分布が場所によって変化しているような状況でも成り立つと拡張解釈して適用

する。すなわち，濃度 cj を平均分布関数（数密度）nj(r) [m−3]で置き換え，局所的な関係 

   )(ln)( 0 rr jjj nkT+= μμ    (3.1-9) 

が成立することを要請する。このとき，化学ポテンシャル μj(r) [J]は値が大きい所から小さい所へ

溶質粒子の“移動しやすさの尺度”であると解釈できる。すなわち，化学ポテンシャルの勾配が

減少する向きに，溶質粒子を拡散させようとする力が生ずると見なせる。この熱力学的な拡散力

は，中性粒子にもイオンにも作用すると考えられる。したがって溶液中におけるイオン j の運動

を支配する方程式は，電場による駆動力，溶媒からの抵抗力および熱力学的な拡散力を考慮して，

次式で与えられる。 
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tze
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   (3.1-10) 

ここで mj および vj は，それぞれイオン j の質量[kg]および速度[m s−1]であり，また λjは抵抗力の

比例係数[kg s−1]である。 
 溶液中でイオンの運動が“力学的平衡状態”に達すると，イオンの加速度は消えて式(3.1-10)
の左辺はゼロとなる。さらに“熱力学的平衡状態”に達すると，イオンの速度の時間平均もゼロ

になり，また静電ポテンシャル Ψ(r,t)は時間平均された平均ポテンシャル ψ(r) [V]で置き換えられ

る。
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   )(:),(,0)( rrv ψ=Ψ= ttj    (3.1-11) 

ここで時間平均は 

   ∫
−

∞→
=

τ

τ
τ τ

td)(
2
1lim:)( LL    (3.1-12) 

によって評価している。したがって熱平衡状態に達すると，式(3.1-10)により次式が成り立つ。 

   )(ln)(0 rr jj nkTze ∇−∇−= ψ    (3.1-13) 

この式は，熱平衡状態における系の電気化学ポテンシャル μj(r)を定義する式と見なせる。 

   )()(ln)( 0 rrr ψμμ jjjj zenkT ++=    (3.1-14) 

このとき μj(r)は，位置 r に依存しない定数となる。なお以下で解析する高度化要因を考慮したモ

デルにおいては，考慮する高度化因子に対応した付加的なポテンシャル項が式(3.1-14)右辺に加算

されることになる。平均静電ポテンシャル ψ(r)がゼロである領域での平均分布関数を nb,j とおく

と，式(3.1-13)を積分することにより，イオン j の平衡分布として次式の Boltzmann 分布を得る。 
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r

ψ
   (3.1-15) 

同様にして Poisson 方程式(3.1-6)の時間平均をとると，平均ポテンシャル ψ(r)に対する Poisson 方

程式が得られる。 

  ∑−=∇
j

jjnze )(1)(
0r

2 rr
εε

ψ    (3.1-16) 

ただしイオン j の分布関数 fj(r,t)と平均分布関数 nj(r)の間には，次式が成り立つことを要請した。 

   )(),( rr jj ntf =    (3.1-17) 

式(3.1-15)および(3.1-16)が，平均場描像で中心的役割を果たす Poisson - Boltzmann 方程式である。

この非線形方程式を解くことにより，溶液中の平均ポテンシャル ψ(r)と粒子の平均分布関数 nj(r)
が自己無撞着に決まる。 
 
② モデルⅡ：誘電飽和効果を考慮した G-C モデル 
 極性溶媒など誘電体において，強力な背景電場が存在するとき，一般に誘電分極が起こりにく

くなることにより，溶媒の比誘電率が低下する現象が起こる。この現象は誘電飽和効果（dielectric 
saturation effect）として知られている（Malsch, 1928）。負に帯電した粘土鉱物等の界面近傍では，

この誘電飽和現象が起きていると考えられる（図 3.1-1 参照）。 
 そこでオリジナルの G-C モデルに，高度化因子として誘電飽和効果のみを取り入れたモデルを

モデルⅡとする。誘電飽和効果によって，系の化学ポテンシャルに補正項（静電的水和エンタル

ピー項）が加わり，その結果 Boltzmann 分布が修正される。さらに Poisson 方程式は，静電場の

Maxwell 方程式に立ち返って解く必要がある。 
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図 3.1-1 負に帯電した界面近傍における溶媒の誘電飽和の概念図 
 
③ モデルⅢ：誘電飽和効果および液相でのイオンサイズ効果を考慮した G-C モデル 

中性粒子も含め溶質粒子の間には，量子力学的な効果として斥力の短距離相互作用が働く。し

たがって十分に狭い狭隘間隙では，溶質イオン同士が接近して強い斥力により排除効果が生まれ

る。これがイオンサイズ効果（排除体積効果，図 3.1-2 参照）であり，この効果を考慮するため，

系の化学ポテンシャルに幾何学的な排除体積項を導入し，Boltzmann 分布を修正して Poisson 方程

式を解くことになる。このイオンサイズ効果としては，界面からのイオンの排除（イオンの中心

は界面からイオン半径以内には侵入できない）も当然含まれるのだが，このような界面での排除

効果を無視してモデルⅡにイオンサイズ効果を取り入れたものをモデルⅢと定義する。界面から

十分に離れた希薄な溶液中では，系全体の短距離相互作用を 2 体相互作用の総和として近似でき

るので，互いに接近したイオン 1 対あたりの平均排除体積はイオン体積の 8 倍になる（図 3.1-2
参照）。 
 

3

3
48 rv π⋅=

2r

i j

 

図 3.1-2 界面近傍および溶液相におけるイオンサイズ効果と排除体積の概念図 
 
④ モデルⅣ：イオン間静電相互作用を考慮した G-C モデル 
 溶質イオン間の相互作用として，長距離力である静電相互作用，および斥力として働く短距離

相互作用を考慮する必要がある。個々のイオンは周囲のイオン雰囲気との相互作用，および短距

離相互作用することにより，拡散層におけるイオン濃度分布と平均静電ポテンシャルが決まるの

だが，その効果は(1)イオンの有限サイズによる排除体積効果および Cavity 効果，(2)界面近傍に

おけるイオン分布の不均質性からくる Debye - Hückel パラメータの局所依存性（狭義のイオン雰

囲気効果），(3)異なる誘電体間における電場等の連続性に起因した鏡像電荷効果，として現れる。

モデルⅣは，イオン半径をゼロとする極限モデル，すなわち(2)および(3)の効果のみを考慮したモ
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デルとして定義する（図 3.1-3 参照）。なおモデルⅣの派生モデルとして，(3)だけを取り入れたモ

デルをモデルⅣa，(2)だけを取り入れたモデルをモデルⅣb と定義しておく。 
 

εrεw

＋＋

Q
wr

wr

εε
εε

+
− Q

＋

－
－

－

－
－

＋

＋

＋
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図 3.1-3 界面近傍におけるイオン雰囲気（左）および鏡像電荷効果（右）の概念図 
 
⑤ モデルⅤ：イオン間静電相互作用および短距離相互作用を考慮した G-C モデル 
 モデルⅤは，溶質イオン間の相互作用として，オリジナル G-C モデル（モデルⅠ）に静電相互

作用および短距離相互作用をともに取り入れたモデルであり，モデルⅣで説明したように，(1)
イオンの有限サイズによる排除体積効果および Cavity 効果，(2)界面近傍におけるイオン分布の不

均質性からくる Debye - Hückel パラメータの局所依存性（狭義のイオン雰囲気効果），(3)異なる

誘電体間における電場等の連続性に起因した鏡像電荷効果，をすべて考慮したモデルである。 
 
⑥ モデルⅥ：イオンサイズ効果を考慮した G-C モデル 
 オリジナル G-C モデルに，イオンサイズ効果のみを取り入れたモデルをモデルⅥと定義する。

なおモデルⅥでは，モデルⅢで取り入れた排除体積効果に加え，モデルⅢでは無視されていた界

面からの排除効果も考慮している。 
 
⑦ モデルⅦ：誘電飽和効果およびイオンサイズ効果を考慮した G-C モデル 
 モデルⅦは，モデルⅥに誘電飽和効果を取り入れたモデルとして定義する。したがってこのモ

デルは，界面からの排除体積効果を考慮してモデルⅢを拡張したモデルと見ることもできる。 

以上で定義したモデルⅠ～Ⅶを整理すると，表 3.1-1 のようになる。 
 

表 3.1-1 各モデルに取り入れられているた高度化因子 

誘電飽和効果
液相での排除
体積効果

界面からの排
除体積効果

Cavity効果
狭義のイオン
雰囲気効果

鏡像電荷効果 対応する章節

モデルⅠ ― ― ― ― ― ― 2.5

モデルⅡ ○ ― ― ― ― ― 3.4

モデルⅢ ○ ○ ― ― ― ― 3.4

モデルⅣ ― ― ― ― ○ ○ 3.5

モデルⅣa ― ― ― ― ― ○ 3.5

モデルⅣb ― ― ― ― ○ ― 3.5

モデルⅤ ― ○ ○ ○ ○ ○ 3.5

モデルⅥ ― ○ ○ ― ― ― 3.3

モデルⅦ ○ ○ ○ ― ― ― 3.4  
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3.2 数値計算の概要 
本節では，2 階の非線形常微分方程式を解くため，本解析で適用した数値解析手法およびその

アルゴリズムについて概説する。なお数値解析に際しては，微分方程式の境界条件として平行平

板境界条件だけでなく，計算の効率化，さらに検証解析も考慮して，重ね合せ境界条件の場合も

計算できるようにした。 
 
1) 2 階常微分方程式の解法 
 前節で定義した各モデルの電気的収れん度を求めるために必要なものは，狭隘間隙における静

電ポテンシャル分布およびイオン濃度分布である。一方で Poisson - Boltzmann 方程式は，静電ポ

テンシャル ψ(x)の 2 階導関数とイオン濃度分布 n(x)を組み合わせた方程式である。この濃度分布

n(x)は静電ポテンシャル ψ(x)についての関数として書き下されるため，結局，電気的収れん度を

求めるためには，P-B 方程式を ψ(x)に関する 2 階の非線形常微分方程式とみなして解き，求まっ

た ψ(x)を用いてイオン濃度分布を計算する手順が必要となる。 
ここでは，次式のような一般的な形の ψ(x)に関する 2 階の非線形常微分方程式について，その

境界値問題に関する数値解法を考える。 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

x
F

x
,

d
d,

d
d

2

2 ψψψ
   (3.2-1) 

高階の常微分方程式を数値的に解く場合には，1 階の連立常微分方程式に置き直して解くのが一

般的な手法である。P-B 方程式の場合は、 

  )(
d
d x

x
ζψ

=    (3.2-2) 

と置くことにより，2 階の常微分方程式(3.2-1)は ζ(x)に関する 1 階の常微分方程式と見なすことが

出来る。したがって，解くべき連立 1 階常微分方程式は，次のようになる。 

   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

=

)(),,(
d
d

),,(
d
d

xxG
x

xF
x

ζζψψ

ζψζ

   (3.2-3) 

ここで関数 F は，具体的には P-B 方程式の右辺である。この連立常微分方程式は，ψ(x)および ζ(x)
の境界値 

  0
0

0 :
d
d)0(,:)0( ζψζψψ ===

=xx
   (3.2-4) 

を与えれば，適当な常微分方程式の境界値問題の解法を用いて解くことができる。本解析で適用

した数値解析手法では，1 階非線形連立微分方程式の境界値問題の解法として Runge - Kutta 法（大

野・磯田，1990）を用いている。したがって P-B 方程式(3.2-1)を解くことは，1 階非線形連立微

分方程式(3.2-3)の境界値 ψ0 および ζ0 を求めることに帰着する。本解析での数値解析手法において

は，これら 2 つの境界値 ψ0, ζ0 のいずれか片方は，入力データを指定することにより求めること

が出来る。一方，他方の境界値は未定であるが，代わりに沖合の境界条件が与えられる。この未

定の境界値は，本解析での数値解析手法では，Shooting 法（狙い撃ち法；大野・磯田，1990）に

よって求めている。 
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2) 重ね合せ境界条件と平行平板境界条件 
狭隘間隙の静電ポテンシャル分布を計算する場合は，P-B 方程式が 2 階の常微分方程式である

ため，表面での電位（静電ポテンシャル）または電位勾配の値の他に，沖合での境界条件を設定

する必要がある。この境界条件設定として，本解析で適用した数値解析手法では，(1)重ね合せ境

界条件，(2)平行平板境界条件，の 2 種類の条件で解けるように設定した。重ね合せ境界条件では，

表面境界条件として，固相表面での電位または電位勾配を与え，他方の沖合境界条件としては，

固相表面から無限遠方（実際の数値解析上では，間隙幅に比べて十分に長いと見なせる距離を設

定する）での電位を 0 とし，孤立平板の作る静電ポテンシャル分布を計算した後に，反対側固相

が作る静電ポテンシャル分布と重ね合せ，狭隘間隙の静電ポテンシャル分布とみなす考え方であ

る。一方，平行平板境界条件では，狭隘間隙の中間点の電位勾配をゼロとみなし，これを沖合の

境界条件として計算する考え方である。それぞれの境界条件による解法の概念図を，図 3.2-1 お

よび図 3.2-2 に示す。 
 

表面境界条件

(0) = 

沖合境界条件

( ) = 0

① 表面境界条件 (0)= の下で、初期値

'(0)を探す。 '(0)が適切でない場合に
は、電位分布が沖合境界条件を満たさず
発散する。
うまく境界条件を満たしたものが、求める左

側孤立平板電位分布 (x )である。

② x =dを荷電表面と見なし、①で求めた
初期値を利用して、右側孤立平板電位分

布 (x )を計算する。すなわち、

(d )= (0)、 '(d )=- '(0)が初期値とな
る電位分布を計算することになる。

表面境界条件

(d ) = 

'(d ) = '(0)

x =0

x =0 x =d

x =+

x =0 x =d

孤立平板の作る

電位分布 (x )

'(0)が不適な
計算例

'(0)が不適な
計算例

孤立平板の作る

電位分布 (x )

③ ①と②で求めた孤立平板電位分布を足

し合わせ、重ね合わせ電位分布 (x )とす

る。このとき、表面電位 (0)は、重ね合わ

せの結果、指定した値 0よりも大きな値と
なる。

 

図 3.2-1 重ね合せ境界条件による解法の説明図 
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図 3.2-2 平行平板境界条件による解法の説明図 

 
 
3) Shooting 法 

上記で述べたように，P-B 方程式は電位分布 ψ(x)についての 2 階の非線形常微分方程式となっ

ており，これを解くためには境界値 ψ0 および ζ0 が必要であった。しかし，計算時に与えられる

条件は，境界値が ψ0 または ζ0 のいずれか 1 つであり，もう一方の境界値は未定である。ただし，

それに代わり得る独立な境界条件として沖合境界条件（ψ(x=∞) = 0：重ね合せ境界条件，または

ζ(x=d/2) = 0：平行平板境界条件）が与えられている。 
一般に 2 点境界値問題を解く際には，ある初期値を仮定して計算を進め，もう一方の終端値を

確認し，終端値と設定した境界条件のずれから新たに初期値を微調整し，という手順を繰り返し

ていき，うまく境界条件を満たすものを探索する手法を採ることが多い。この手法は，射撃にお

いて試射の着弾点から射角や射出速度などの初期値を微調整し，的に命中させることから連想し

て，Shooting 法と呼ばれている。Shooting 法で闇雲に初期値を探索するのは効率が悪いため，本

解析で適用した数値解析手法では初期値範囲を限定し，その範囲内で二分法で探索して計算の効

率化を図っている。例として重ね合せ境界条件の場合に，二分法を用いた Shooting 法のアルゴリ

ズムを以下に示す（大野・磯田，1990）。 

 アルゴリズム 

 ψ∞ = ψ(∞) = 0 を境界条件とする。ψ∞ = ψ∞(y0)とみなすと，y0は ψ∞(y0) = 0 の解である。yl < y0 < yu

であるような yl, yu を定め，この ylと yu の間では ψ∞の値は単調に変化すると仮定して，この方

程式の数値解を二分法で解く。 
  ① y0 = yl とし，連立一次常微分方程式から Runge - Kutta 法を用いて ψ∞(yl)を求める。 
  ② y0 = yu とし，連立一次常微分方程式から Runge - Kutta 法を用いて ψ∞(yu)を求める。 
  ③ y0 = ym = (yl + yu)/2（yl と yu の中点）とし，連立一次常微分方程式から Runge-Kutta 法を用 
   いて ψ∞(ym)を求める。 
  ④ もし ψ∞(yl)と ψ∞(ym)が同符号ならば，yl を ymで置き直す。 
  ⑤ もし ψ∞(yu)と ψ∞(ym)が同符号ならば，yu を ymで置き直す。 
  ⑥ ①～⑤を繰り返し，│ym,n − ym,n−1│が指定した収束条件値よりも小さくなったときの ym,n 
   を y0とする。 
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～ ～x=0 x=∞

y'0=y'uとして境界値を計算
だいたい発散する

ψ∞=+∞
または

ψd/2=+∞

境界条件を満たしたものが解
（ψ∞=0：孤立平板近似）

ψ(0)=ψ0

を固定

電
位

ψ
 
(V

)

位置x (m)

x=d/2

境界条件を満たしたものが解
（y'd/2=0：平行平板近似）

y'0=y'lとして境界値を計算
だいたい発散する

ψ∞=-∞
または

ψd/2=-∞

二分法を用いて
y'0を解に近づけていく

y'0=y'l

y'0=y'u

 
図 3.2-3 二分法を用いた Shooting 法のイメージ（表面電位一定の場合） 

 
 

～ ～ x=∞

ψ0=ψuとして境界値を計算
だいたい発散する

ψ∞=+∞
または

ψd/2=+∞

境界条件を満たしたものが解
（ψ∞=0：孤立平板近似）

y'(0)=y'0
を固定

電
位

ψ
 
(
V
)

位置x (m)

x=d/2

境界条件を満たしたものが解
（y'd/2=0：平行平板近似）

y'0=y'lとして境界値を計算
だいたい発散する

ψ∞=-∞
または

ψd/2=-∞

二分法を用いて
ψ0を解に近づけていく

ψ0=ψl

ψ0=ψu

σ0固定
→y'0が決定される

 

図 3.2-4 二分法を用いた Shooting 法のイメージ（表面電位勾配一定の場合） 
 

 

3.3 排除体積効果の影響 
 本節では，オリジナル G-C モデルにイオンサイズ効果のみを取り入れたモデル，すなわちモデ
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ルⅥの解析結果について報告する。排除体積効果については，Kirkwood の統計力学的アプローチ

に始まり，種々の近似／モデル化が存在するが，本解析では既往研究の一つである Paunov et al. 
(1996)にしたがって定式化する。 
 3.1 節での定式化と同様に，熱平衡状態に達したあと，界面からの距離 x におけるイオン i の，

排除体積効果を考慮した電気化学ポテンシャルは，次式で表わされる。 

   )(ln)()(ln)( 0 xkTxzexnkTx iiiii ζψμμ −++=    (3.3-1) 

ここで右辺第 4 項目が排除体積項であり，イオン i とイオン j の短距離相互作用に対する排除体

積を vij とすると，次式で表わされる（Levine and Bell, 1960）。 

   ∑−=
j

jiji xnvx )()(lnζ    (3.3-2) 

ここで解析を簡単化するために，すべてのイオン種は同じ半径を有する（restricted primitive model）
と仮定すると，排除体積はイオンの種類に依らず次のように近似できる。 

   ∑−≈
k

k xnvx )(1)(ζ    (3.3-3) 

したがって式(3.3-3)を式(3.3-1)に代入し，バルク中（電場ゼロ）での電気化学ポテンシャルと比

較することにより，次式に示す Bikerman の式（Bikerman, 1942）を得る（付録 A 参照）。 
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ここで v は接近したカウンターイオン 1 対あたりの平均排除体積[m3]であり，本解析で採用した

restricted primitive model の仮定では，カウンターイオン 1 個の体積の 8 倍となる（図 3.1-2 参照）。

この 8 倍とする考えは，十分希薄な溶液では系全体の短距離相互作用を 2 体相互作用の総和とし

てよく近似できることに基づいており，この近似が任意の濃度においても成り立つと仮定してい

る。式(3.3-4)からわかるように，排除体積因子 ξ(x)は界面近傍およびバルク溶液中において，イ

オンが自由に動き得る“自由体積”の比になっている。なお電解質として NaCl を仮定した本解

析では，カウンターイオンである Na+イオンの体積は，Na+イオンの Stokes 半径である 1.84×10−10 
[m]（Nightingale, 1959）から計算した。 
 式(3.3-4)を ni(x)について解き整理すると，排除体積効果を考慮して修正された P-B 方程式は次

式になる。 
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   (3.3-5) 

ただし a/2 は Na+イオンの結晶半径 = 1.16×10−10 [m] （Shannon, 1976）であり，カウンターイオン

である Na+イオンはたとえ脱水和しても，その中心は界面から 1.16×10−10 [m]以内には近づけない。

したがって P-B 方程式(3.3-5)は，領域 x ≥ a/2 での静電ポテンシャル ψ(x)に対する微分方程式であ

り，境界条件として平行平板境界条件（層間中点の電場がゼロ）および表面電荷密度 σ0 が一定の

条件を課すと，次式のようになる。 
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   (3.3-6) 

一方 0 ≤ x < a/2 の領域では，静電ポテンシャルを次式のように線形近似で評価した。 
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ただし ψ(0)は，P-B 方程式(3.3-5), (3.3-6)を解いて ψ(a/2)が得られた後に，x = a/2 におけるポテン

シャルの連続性から以下のように求まる。 

   
2

)2()0(
0b

0 aa ⋅+=
εε

σψψ    (3.3-8) 

 次に，解析条件を電解質濃度 0.01 [mol dm−3]，乾燥密度 800 [kg m−3]のクニピア F（モンモリロ

ナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）として，修正された P-B 方程式(3.3-5)を数値解析

した結果を示す。図 3.3-1 の左図は，排除体積モデルと ISD2009 モデルで Na+イオンの濃度分布を

比較した図である（すなわち，モデルⅠとモデルⅥの比較）。排除体積モデルでは，Na+イオンの

界面からの排除効果が正しく評価されており，イオン分布は拡散層へシフトしている。しかしな

がら，Na+イオンの半径が Stokes 半径程度ならば層間での電気中性条件が成り立つため，層間に

おける正味の電荷量は鉱物表面の電荷密度だけで決まる。したがって，モデルⅠとモデルⅥとで

は濃度分布は異なるが，その積分量はほとんど変わらない。図 3.3-1 の右図は，モデルⅠおよび

モデルⅥの静電ポテンシャル分布の比較図である。モデルⅥはモデルⅠに比べ，界面から沖合で

カウンターイオンの濃度分布にピークをもつため電気二重層を強調する結果となる。そのため，

モデルⅥはモデルⅠに比べて表面電位および電位勾配の絶対値が大きくなったものと考えられる。 
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図 3.3-1 モデルⅠとモデルⅥの比較図（イオン半径 = 1.84 Å） 

Na+濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 図 3.3-2 は，実効拡散係数の電解質濃度依存性をモデルⅠとモデルⅥで比較した図である。モ

デルごとの実効拡散係数の差は，基本的に電気的収れん度の差，したがってトレーサーイオンの

濃度分布に依存する（その他に，電粘性の違いなどが影響する）。式(3.3-4)からわかるように，ト

レーサーイオンの濃度分布に対するモデルⅠとモデルⅥの違いは，排除体積因子 ξ(x)と静電ポテ

ンシャル ψ(x)に起因する。排除体積因子 ξ(x)を比較すると，まずモデルⅠはもちろん ξ(x) = 1 であ

る。一方モデルⅥの場合，電解質濃度が 0.01 [mol dm−3]，イオン半径が Stokes 半径（1.84×10−10 [m]）
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ならば，排除体積因子の分母および分子はそれぞれ(1 − 2.5×10−3)および(1 − 3×10−1)程度の値とな

り，したがって排除体積因子 ξ(x)は平均すると 0.7 程度の値になる。つまり，排除体積因子に起

因するトレーサーイオン濃度の違いは，モデルⅥの方がモデルⅠの 0.7 倍程度になると見積もれ

る。一方，静電ポテンシャル ψ(x)から得られる Boltzmann 因子の値は，1 価カチオンの場合，モ

デルⅥの方がモデルⅠより平均して 2.3 倍程度大きくなる。したがって，電解質濃度が 0.01 [mol 
dm−3]の条件で Cs+の場合は，単純計算で 1.6 倍程度モデルⅥの方が大きくなる。2 価カチオン，

アニオンについても同様に評価することができ，その結果として図 3.3-2 のようになったと考え

られる。 
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図 3.3-2 モデルⅠとモデルⅥの比較図（イオン半径 = 1.84 Å） 

実効拡散係数の電解質濃度依存性 
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図 3.3-3 モデルⅠとモデルⅥの比較図（イオン半径 = 1.16 Å, 1.84 Å） 

Na+濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 上記の解析では，静電ポテンシャル分布を支配するカウンターイオン Na+の半径として Stokes
半径を採用したが，実際に溶液中で移動しているイオンの半径を特定することは，一般に困難な

問題が伴う。流体力学における Stokes の法則から得られた Stokes 半径は，イオンが溶液中を移動

する際の水和半径と考えられるが，イオンによっては結晶半径よりも水和半径の方が小さくなる

（例えば，大滝，1990；上平，1998）。特に粘土鉱物などの層間では，イオンの形状を予測するこ
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とはさらに困難である。そこでここでは，上記の解析結果と比較するため Na+イオンの溶液中で

の半径として，2 つの極端なケースを設定した。1 つ目のケースは，Na+イオンの半径として結晶

半径（1.16×10−10 [m]）を設定する場合であり，その解析結果を図 3.3-3 および図 3.3-4 に示す。Na+

イオンの界面からの排除効果は当然同じであるが，イオン半径が小さくなった分，排除体積の効

果は小さく現れている。 
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図 3.3-4 モデルⅠとモデルⅥの比較図（イオン半径 = 1.16 Å） 

実効拡散係数の電解質濃度依存性 
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図 3.3-5 モデルⅠとモデルⅥの比較図（イオン半径 = 3.07 Å, 1.84 Å） 

Na+濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 もう 1 つのケースは，水和の Gibbs 自由エネルギーに関して，Born の静電理論を改善して求め

た水和半径を設定した（Osakai and Ebina, 1998）。この場合，Na+イオンの水和数を 3.8 個として

（Osakai et al., 1997），それにより Na+のイオン半径は 3.07×10−10 [m]と評価される。このケースの

解析結果を図 3.3-5 および図 3.3-6 に示す。この程度のイオン半径になると排除体積因子 ξ(x)の寄

与も大きくなるが，それ以上に静電ポテンシャル ψ(x)から寄与が大きいため図 3.3-6 のような結

果になったと考えられる。しかしながらこのケースでは，イオンの直径が層間距離の 4 分の 1 程

度になり，バルクと同じ水和構造を保って層間に存在するとは考えにくい。現時点においては，

イオン半径として Stokes 半径を仮定し，現状の ISD2009 モデルに対して排除体積効果はそれほど

顕著ではないと考えるのが妥当である。 
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図 3.3-6 モデルⅠとモデルⅥの比較図（イオン半径 = 3.07 Å） 

実効拡散係数の電解質濃度依存性 
 
 

3.4 誘電飽和効果の影響 
本節では，オリジナル G-C モデルに誘電飽和効果を取り入れたときの影響について報告する。

ここで考察するモデルとしては，1) 誘電飽和効果のみを考慮したモデル（モデルⅡ），2) 誘電飽

和効果および液相での排除体積効果を考慮したモデル（モデルⅢ），3) 誘電飽和効果および界面

からの排除効果も含む排除体積効果を考慮したモデル（モデルⅦ），の 3 種類を考える。イオンの

有限サイズを考慮するにもかかわらず界面からの排除効果を無視するモデルⅢは，はなはだ中途

半端なモデルといえるが，Paunov et al. (1996), Lehikoinen et al. (1998), Ohe(2006)等の先行研究では

このモデルが扱われており，解析結果に対する検証の一つになることからもここで合せて考察す

る。 
誘電率の電場依存性については，静的誘電率に関する Onsager 式（Onsager, 1936）あるいは

Kirkwood 式（Kirkwood, 1939）を強電場領域に拡張したモデルなど種々の評価式が定式化されて

いる（Booth, 1951；付録 B 参照）。ここでは誘電飽和効果を電気二重層理論に取り入れた先行研

究である Basu and Sharma(1994), Gur et al.(1978a,b)を参考にして，次式を採用する。 
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   (3.4-1) 

ここで εr(E)は界面からの電場 E [V m−1]が印加された溶媒の比誘電率[-]，εb はバルク水（電場ゼロ）

の比誘電率，n は水の屈折率（= 1.33287 [-] (25℃)），μは水分子（気相分子）の永久双極子モーメ

ント（= 6.187545×10−30 [C m]）の大きさ，k は Boltzmann 定数[J K−1]，T は絶対温度[K]である。た

だし，水の気相分子の永久双極子モーメントは付録 B では μvと表記したが，ここでは単に μと書

いた。式(3.4-1)の強電場領域（E ≥ 2.0×107 [V m−1]）の式は，付録 B で示した Booth の誘電飽和式
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(B.3-5)の強電場極限式(B.3-7)を用いて，なおかつ電場ゼロの極限ではバルクの比誘電率 εbが再現

されるように実測データで繰り込んだ評価式になっている。Kirkwood の誘電飽和式(B.2-30)にし

てもBoothの誘電飽和式(B.3-5)にしてもE → 0の極限でバルク誘電率の実測値を再現しないため，

何らかの補正操作が必要になる。なお文献によっては，式(3.4-1)の強電場領域における式，ある

いは付録 B の式(B.2-30)を称して Booth の誘電飽和式と呼んでいるものがあるが，これは正しく

ない。Booth の誘電飽和式と呼べるのは，あくまでも式(B.3-5)であり，他の式を“Booth の誘電飽

和式”と呼ぶ場合は注意書きが必要である。 
 一方，Grahame(1950, 1953)は誘電飽和に関する Malsh(1928)の実測データに基づいて次のような

経験式を導いた（Malsh - Grahame の評価式）。 
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   (3.4-2) 

ここで C は不定のパラメータであり，E → ∞の極限における比誘電率に相当する。一般に強電場

領域における誘電率の測定は非常に困難であり，Malsh の実測データでは E < 2.0×107 [V m−1]の領

域の値である（Malsh, 1928）。したがって C の不定性はそのまま残り，ここでは鉱物表面近傍の

比誘電率を εr = 6 と仮定して（Bockris, 1963），C = 6 と定めた。なお誘電飽和式(3.4-1)の弱電場領

域（E < 2.0×107 [V m−1]）における評価式は，Booth 誘電飽和式の強電場極限式からのずれを修正

するため，Malsh - Grahame の評価式を参考に外挿されたものである。ここでは誘電飽和式(3.4-1)
を“Booth の補正式”と呼ぶことにする。 
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図 3.4-1 誘電飽和式の電場依存性 

 
 図 3.4-1 に Booth の補正式(3.4-1)および Malsh - Grahame の評価式(3.4-2)を図示する。Booth の補

正式の方が飽和性が顕著に現れる。また実際の電気二重層内で想定される電場強度では，誘電飽

和効果を考慮して影響評価を行う必要があることがわかる。ちなみに 1 価イオンを真空中に置い

たとき，その中心から 3×10−10 [m]離れた地点での電場強度は 1.6×1010 [V m−1]程度にもなる。誘電

飽和の評価式としてどの式を採用するかは，対象とする系にも依存し議論の余地はあるが，本解

析では Booth の補正式(3.4-1)および Malsh - Grahame の評価式(3.4-2)をともに採用し，比較評価を

行うものとする。 
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1) モデルⅡの解析結果および ISD2009 モデルとの比較 
 まずはじめに G-C モデルに誘電飽和効果のみを考慮したモデルⅡの解析結果を示す。3.1 節で

の定式化と同様に，熱平衡状態に達したあと，界面からの距離 x [m]におけるイオン i の，誘電飽

和効果を考慮した電気化学ポテンシャルは，次式で表わされる。 
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)()(ln)(
r

0

x
AxzexnkTx i

iiii ε
ψμμ +++=    (3.4-3) 

ここで右辺第 4 項目は，溶媒の比誘電率が場所によって変化するために現れた，水和の Gibbs 自
由エネルギー項（水和力項）[J]であり，比誘電率 εrの媒質中における電荷 zie [C]のイオンの静電

自由エネルギー（Born エネルギー）である。この量は水和の自由エネルギーに関する Born の静

電理論を用いて評価することができる。すなわち，比誘電率が εrの媒質中に半径 ai [m]の空洞が

あり，そこに電荷 q [C]が蓄えられているとする。その空洞に，新たに dq [C]の電荷を無限遠方（r 
= ∞）から r = ai まで移動させるのに必要なエネルギーは，qdq/(4πε0εrai) [J]となるので，半径 ai の

空洞にゼロから zie まで充電させるのに必要な全自由エネルギーは次のようになる。 
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ここで ε0 は真空の誘電率[C V−1 m−1]である。したがって，電荷 zie のイオンを真空中（εr = 1）か

ら比誘電率が εb の溶媒中へ移動するのに必要な自由エネルギーは 
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となり，この量が実測されるべき，水和の Gibbs 自由エネルギーΔGi [J]と考えられる。しかしな

がら，Born の静電理論が古典電磁気学に基づいたあまりにも素朴な理論であることや，イオン半

径と考えられる半径 ai の与え方など様々な問題が存在し（Noyes,1962; Stokes,1964; Osakai and 
Ebina,1997; Osaki et al.,1998），式(3.4-5)では ΔGi の実測値をうまく再現できない。そこで本解析で

は，水和力項のパラメータ Ai [J]を式(3.4-4)から算出するのではなく，水和の Gibbs 自由エネルギ

ーΔGi の実測値を用いて，式(3.4-5)から求めることにする（Basu and Sharma,1994; Gur et al.,1978a,b）。
すなわち，式(3.4-5)の右辺最後の式が ΔGi に等しいと置くことにより，次式を得る。 
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ΔGi の実測データとして，本解析では Marcus(1997)を用いた。式(3.4-3)とバルク中（電場ゼロ）に

おける電気化学ポテンシャルとの比較により，誘電飽和効果を考慮して修正された Poisson - 
Boltzmann 方程式は，次式で与えられる。 
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 (3.4-7) 

 
ここで ψ(x)は左側界面からの距離 x [m]の位置における静電ポテンシャル[V]，zi はイオン i の価数
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[-]，ni(x)は位置 x におけるイオン i の数密度[m−3]，nb,i はバルク溶液中のイオン i の数密度を表す。

修正された Poisson - Boltzmann 方程式(3.4-7)は，電場に依存する比誘電率の式(3.4-1)あるいは式

(3.4-2)と連立させ，3.2 節で説明した Runge - Kutta 法および Shooting 法を併用して解くことにな

る。 
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図 3.4-2 モデルⅠとモデルⅡの比較図（誘電飽和式は(3.4-1)式および(3.4-2)式） 

Na+濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
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図 3.4-3 モデルⅠとモデルⅡの比較図（誘電飽和式は(3.4-1)式および(3.4-2)式） 

電場強度の分布（左図）および比誘電率分布（右図） 
 
 解析条件として，電解質濃度 0.01 [mol dm−3]，乾燥密度 800 [kg m−3]のクニピア F（モンモリロ

ナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）を設定した解析結果を，図 3.4-2 および図 3.4-3 に

示す。境界条件は，平行平板境界条件および表面電荷密度一定としている。各図において，Booth
の補正式(3.4-1)と Malsh - Grahame の評価式(3.4-2)を用いたモデルⅡ（Booth モデルと Malsh モデ

ル），およびモデルⅠ（ISD2009 モデル）の結果をそれぞれ比較した。図 3.4-2 の左図は，それぞ

れのモデルで Na+イオンの濃度分布を，また右図は静電ポテンシャル分布を比較した図である。

さらに図 3.4-3 の左図では，電場強度の分布を，右図で比誘電率の変化を示している。異なる誘

電飽和式のモデルを比較すると，Booth モデルでは Na+イオン濃度がより特徴的な分布を示してい

る。これは Na+イオンに作用するポテンシャルバランスから考えると，表面電荷による引力の効

果は界面近傍ほどエネルギー的に有利であるが，一方で誘電飽和による界面近傍での誘電率の低

下はイオンの存在を排除する方向に働く。したがって，電気化学ポテンシャルの各項の競合によ

り，Na+イオンが最も存在しやすい位置として濃度の極大値が現れることになる。こうしたカウ
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ンターイオンの濃度分布により，電気二重層が強調され界面近傍での静電ポテンシャルの変化率

が大きくなる。このポテンシャルの変化は，電場強度の分布に正しく反映している。またこの電

場強度分布の違いを反映して，特に Booth モデルでは界面近傍で比誘電率が非常に小さくなる。

一般に誘電率が高い媒質よりも低い媒質の方が，イオンの存在としてはエネルギー的に不安定で

ある。したがって，Booth モデルでは静電ポテンシャルの絶対値が上昇した分，濃度も上昇する

が，それ以上に水和力項がマイナスで効くため界面近傍で Na+イオンが排除されている。その結

果，ポテンシャルエネルギーに起因する Boltzmann 分布と界面からの排除効果が競合して，界面

から沖合にピークをもつ特徴的な濃度分布を示した。このような濃度分布は誘電飽和式として

Booth の補正式を採用した解析では特徴的に現れ，Lehikoinen et al. (1998)や Ohe(2006)の解析結果

とも整合している。 
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図 3.4-4 モデルⅠとモデルⅡ（Booth モデル）の比較図 
実効拡散係数の電解質濃度依存性 

 
 図 3.4-4 は，Booth モデル（モデルⅡ）と ISD2009 モデル（モデルⅠ）で実効拡散係数の電解質

濃度依存性を比較した図である。Cs+の場合，Booth モデルでは，ISD2009 モデルに比べて静電ポ

テンシャル項がプラスで効くとともに水和力項がマイナスで効いている。また Sr2+も同様に静電

ポテンシャル項がプラスで効くが水和エンタルピー項のマイナス効果が大きく効き，結果的に

Booth モデルの方が ISD2009 モデルより若干小さくなる。一方 I−は，静電ポテンシャル項がマイ

ナスで効くとともに水和エンタルピー項もマイナスで効くため，Booth モデルの方が ISD2009 モ

デルよりも小さくなっている。何れにしてもこれらの核種に対しては，図 3.4-4 からわかるよう

に誘電飽和効果の影響はほとんど無いと結論できる。なお Malsh モデルで実効拡散係数を評価し

た場合，ISD2009 モデルの結果とほぼ一致し差が現れない。 

 

2) モデルⅢの解析結果および先行研究との比較 
 次にモデルⅢ，つまり誘電飽和効果と液相での排除体積効果を考慮した G-C モデルの解析結果

を示す。界面からの距離 x におけるイオン i に対するモデルⅢの電気化学ポテンシャルは，次式

で表わされる。 
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右辺第 4 項目は水和の Gibbs 自由エネルギー項（水和力項）であり，また第 5 項目は排除体積項

を表わしている。式(3.4-8)から，誘電飽和効果および排除体積効果を考慮して拡張された

Boltzmann 分布は，次のように得られる。 
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したがって，式(3.4-9)を ni(x)について解き整理すると，モデルⅢに対する拡張された P-B 方程式

は次式になる。 
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ただし Ui(x)は，式(3.4-9)に与えられている。また誘電飽和式としては，既往文献との比較のため

Booth の補正式(3.4-1)を用いる。境界条件として平行平板境界条件および表面電荷密度一定条件を

与え，Runge - Kutta 法および Shooting 法を併用して P-B 方程式(3.4-10)を解く。なおモデルⅢでは

モデルⅦと異なり，0 ≤ x ≤ d/2 の領域で P-B 方程式を解くことになる。 

 
表 3.4-1 Lehikoinen et al. (1998)に基づく解析条件 

沖合境界条件 平行平板境界（間隙中点電場ゼロ）

表面境界条件 表面電荷密度一定（CEC指定）

陽イオン交換容量CEC 104.94 [meq (100g)-1]

スメクタイト間隙幅 2.0×10-9 [m]

スメクタイト比表面積 8.1×105 [m2 kg-1]

バルク水中比誘電率 78.46 [-]

間隙水温度 298.15 [K]  

 
 ここでは既往研究 Lehikoinen et al. (1998)と比較するするため，解析条件を表 3.4-1 のように設

定する。なお陽イオン交換容量 CEC は，文献にしたがって表面電荷密度が σ0 = −0.125 [C m−2]に
なるように算出した。Lehikoinen et al. (1998)にしたがって，はじめにモデルⅠとモデルⅡを比較

する。各モデルのオプション設定および評価対象イオンの解析条件は表 3.4-2 に示した。この条

件によって得られた解析結果を，図 3.4-5 に示す。左図は本解析によるイオン濃度分布であり，

Lehikoinen et al. (1998)の対応する解析結果を右図に並べた。モデルⅠの場合，1 価カチオンに対し

てイオンごとの差が出ないため全て同じ曲線になる（図中のモデルⅠ）。一方モデルⅡでは，イオ

ンごとに水和の自由エネルギーが異なるため，その大小にしたがって濃度分布にも差が現れてい
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る。図 3.4-5 を見る限り，我々が実施した数値解析の結果は Lehikoinen et al. (1998)の計算結果と

よく一致しており，両者の数値解析は整合的であるといえる。 
 

表 3.4-2 各モデルのオプション設定（左）および評価対象イオンの解析条件（右） 

モデル 誘電飽和式

モデルⅠ ―

モデルⅡ Boothの補正式

イオン
バルク濃度

[mol dm-3] (×10-3)

水和自由エネルギー

[kJ mol-1]

Na+ 1.0 -425.7

Cs+ 1.0 -298.2

K+ 1.0 -351.7

Li+ 1.0 -525.3

Cl- 4.0 -292.7  

 

 

図 3.4-5 モデルⅠとモデルⅡの比較図 
本解析による結果（左図）および Lehikoinen et al. (1998)の結果（右図） 

 

表 3.4-3 各モデルのオプション設定（左）および評価対象イオンの解析条件（右） 

モデル 誘電飽和式 カチオン半径

モデルⅠ ― ―

モデルⅡ Boothの補正式 ―

モデルⅢ Boothの補正式 3.36 Å

イオン
バルク濃度

[mol dm-3] (×10-3)

水和自由エネルギー

[kJ mol-1]

Na+ 1.0 -425.7

Cl- 1.0 -292.7
 

 

 次にモデルⅠおよびモデルⅢの解析結果を，Lehikoinen et al. (1998)の結果と比較する。各モデ

ルのオプション設定，評価対象イオンの解析条件および種々の設定条件は，表 3.4-3 および表 3.4-1
に示す通りである。Lehikoinen et al. (1998)にしたがい，モデルⅡも合せて比較した。解析結果を

図 3.4-6 および図 3.4-7 に示す。図 3.4-6 は，Na+イオンの濃度分布（左図）と Cl−イオンの濃度分

布（右図）である。Cl−イオンの場合は，濃度のオーダーがモデルによって相当異なるため，縦軸

は対数目盛りとした。モデルⅢでは，カウンターイオンである Na+のイオン半径を 3. 36×10−10 [m]
という相当極端な水和半径に設定しているため，層間全体に亘って Na+イオンがほぼ均質に分布

するといった結果になっている。また図 3.4-7 は，静電ポテンシャル（左図）と比誘電率の層間

分布（右図）である。図からはわかりにくいが，モデルⅡとモデルⅢでは静電ポテンシャルの勾

配が位置によって異なり，そのため比誘電率の分布にも違いが現れている。図 3.4-8 および図 3.4-9
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に，Lehikoinen et al. (1998)によるモデル間の比較結果を引用した。図の配置や軸のスケールなど，

表記の仕方が本解析と若干異なるため注意を要するが，ほぼ一致する結果が得られている。した

がって，モデルⅢに関しても両者の数値解析は整合的であるといえる。 
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図 3.4-6 モデルⅠ，モデルⅡおよびモデルⅢの比較図 
Na+イオン濃度分布（左図）および Cl−イオン濃度分布（右図） 
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図 3.4-7 モデルⅠ，モデルⅡおよびモデルⅢの比較図 
静電ポテンシャル分布（左図）および比誘電率の分布（右図） 

 

 

図 3.4-8  Lehikoinen et al. (1998)におけるモデルⅠとモデルⅡの比較図 
静電ポテンシャルと比誘電率の分布（左図）および Na+, Cl−イオン濃度分布（右図） 



JAEA-Research 2011-047 

- 42 - 

 

 

図 3.4-9  Lehikoinen et al. (1998)におけるモデルⅡとモデルⅢの比較図 
静電ポテンシャルと比誘電率の分布（左図）および Na+イオン濃度分布（右図） 

 

 

3) モデルⅦの解析結果および ISD2009 モデルとの比較 
次にモデルⅦ，つまり誘電飽和効果および界面からの排除効果も含む排除体積効果を考慮した

G-C モデルに関する解析結果を示す。このモデルについては，先行研究の例が知られていない。

モデルⅦに対する拡張された P-B 方程式は，モデルⅢと基本的に同じであり，式(3.4-11)のように

なる。ただしこの方程式はモデルⅥの場合と同様に，領域 x ≥ a/2 での静電ポテンシャル ψ(x)に対

する微分方程式であり，平行平板境界条件（層間中点の電場がゼロ）および表面電荷密度 σ0 が一

定の条件を課すと，境界条件は(3.3-6)式になる。 
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一方モデルⅢと異なるのは，0 ≤ x < a/2 の領域における解を，方程式(3.4-11)の解を用いて次式で

近似するところにある。 
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⎛ −+=
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σψψ    (3.4-12) 

 解析条件として，電解質濃度 0.01 [mol dm−3]，乾燥密度 800 [kg m−3]のクニピア F（モンモリロ

ナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）を設定した解析結果を，図 3.4-10 および図 3.4-11
に示す。いずれの図もモデルⅠ（ISD2009 モデル）とモデルⅦを比較したものであるが，参考ま

でにモデルⅡ（誘電飽和効果のみ考慮したモデル）も合せて図示した。なお評価解析で採用した

誘電飽和式は，誘電飽和効果がより顕著に現れる Booth の補正式(3.4-1)とし，また Na+のイオン半

径は基準として Stokes 半径（1.84×10−10 [m]）を用いた。図 3.4-10 は，各モデルでの Na+イオンの

濃度分布（左図）と静電ポテンシャル分布（右図）の比較である。本節の 1)で見たようにモデル
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Ⅱの Na+イオン濃度分布では，誘電飽和効果により界面近傍にイオン濃度の極大値が現れる。ま

たモデルⅦでは，界面からの排除体積効果によりイオン濃度の極大値が沖合にずれて現れている。

ただイオン半径として Stokes 半径を想定する限り，排除体積因子 ξ(x)の寄与はあまり大きくなく，

イオン濃度分布の形状自体はほとんど変化しない。 
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図 3.4-10 モデルⅠ，モデルⅡおよびモデルⅦの比較図 
Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 

 
上記で求めた静電ポテンシャルのもとで，例として Sr2+および I−の濃度分布を示したのが図

3.4-11 である。モデルⅡとモデルⅦを比較すると，Sr2+の分布形状が比較的似ているのは，界面近

傍で誘電飽和効果が効いているためである。またモデルⅦの方がイオン濃度の極大値が大きいの

は，価数が 2 であるために静電ポテンシャルの差が濃度分布に大きく効いているためである。一

方 I−の場合は，排除体積効果と静電ポテンシャルの差がどちらも濃度を低下させる方向に働くた

め，モデルⅡよりもモデルⅦのイオン濃度の方が大きく下回る。 
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図 3.4-11 モデルⅠ，モデルⅡおよびモデルⅦの比較図 
Sr2+イオン濃度分布（左図）および I−イオン濃度分布（右図） 

 
Sr2+, Cs+および I−の実効拡散係数をモデルⅠおよびモデルⅦで比較したものが図 3.4-12 である。

ベントナイトの条件設定は上記と同じにし，電解質濃度を 0.01 ~ 1.0 [mol dm−3]まで変化させて評

価した。図 3.4-12 の左図は，Na+のイオン半径として Stokes 半径（1.84×10−10 [m]）を採用した場

合であるが，これは誘電飽和効果のみを考慮した場合の図 3.4-4，および排除体積効果のみを考慮
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した場合の図 3.3-2 を見ると，それぞれの効果が加算された形で現れていることがわかる。また

図 3.4-12 の右図は，比較のために Na+のイオン半径を水和半径（3.07×10−10 [m]）に設定した場合

の結果である。左図と同様に，誘電飽和効果がほとんど効かないため，排除体積効果のみを考慮

した図 3.3-6 の特徴をよく反映しており，妥当な結果であるといえる。 
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図 3.4-12 モデルⅠおよびモデルⅦ（イオン半径 = 1.84 Å（左），3.07 Å（右））の比較図 
実効拡散係数の電解質濃度依存性 

 
 誘電飽和効果および排除体積効果の影響度合いについては上記に示された如くであるが，実測

値との整合性の観点からはモデルに取り入れるべきかどうかの判断が難しい。種々のモデルの解

析結果を総合して鑑みると，誘電飽和効果の影響はほとんど現れず，排除体積効果の影響が支配

的に現れているといえる。その際，カウンターイオンである Na+のイオン半径を如何に設定する

か重要である。何れにしても実効拡散係数の電解質濃度依存性を見る限り，誘電飽和効果および

排除体積効果が，電解質濃度の低い条件で多価カチオンおよびアニオンの実測値を再現する方向

に働いているとはいえないようである。 
 

3.5 イオン間静電相互作用の影響 
 オリジナルな Gouy - Chapman モデルは，界面近傍の拡散領域におけるイオンに作用する平均力

（mean force）のポテンシャルが，イオン電荷が位置する点における平均静電ポテンシャルに比例

するという極めて大胆な近似／仮定に基づいたモデルである。しかしながら実際には，あるイオ

ンの周囲には同符号のイオンよりも逆符号のイオンがより多く存在することが考えられ，その結

果として局所的な self - atmosphere（イオン雰囲気）を形成する（Debye - Hückel の遮蔽効果）。し

たがって，あるイオンの近傍点における静電ポテンシャルは，その点での平均静電ポテンシャル

に対して“揺らぎポテンシャル（fluctuation potential）”の補正を受けることになる。バルク電解

質溶液の場合，イオンの平均濃度は一定であり Debye - Hückel パラメータは定数であるが，界面

近傍の拡散領域ではイオンの平均濃度が場所によって異なり，その結果 Debye - Hückel パラメー

タは界面からの距離に依存した局所的パラメータとなる。また界面における誘電率の不連続性に

起因した鏡像電荷効果（image charge effect），さらにイオンの有限サイズに起因した電荷の移動に

よる cavity 効果（cavity effect），および局所的なイオン濃度とそのバルク値との差に起因した直接

的な効果としての排除体積効果（excluded volume effect）が現れる（例えば，Bell and Rangecroft 
(1972)参照）。したがって本節では，現状 ISD モデルに対する高度化要因の一つとして，オリジナ

ル G-C モデルに静電相互作用等のイオン間相互作用を採り入れ，その影響評価を試みる。 
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 イオン間相互作用を取り入れた解析は，Kirkwood(1934), Loeb(1951), Williams(1953)などにより，

電気二重層理論における Poisson - Boltzmann 方程式を古典統計力学を用いて基礎付ける研究が開

始され，その後 Levine and Bell(1960), Bell and Levine(1966), Outhwaite et al. (1970, 1980), Bell and 
Rangecroft(1972), Outhwaite and Bhuiyan(1982, 1983)などにより評価解析が実施された。その解析の

本質はバルク溶液中での Debye - Hückel 理論を荷電表面近傍で展開することにあるのだが，すで

に述べたように平均静電ポテンシャルへの補正として揺らぎポテンシャルを評価することになり，

その効果は(1)イオンの有限サイズによる排除体積効果および Cavity 効果，(2)界面近傍における

イオン分布の不均質性からくる Debye - Hückel パラメータの局所依存性（狭義のイオン雰囲気効

果），(3)異なる誘電体間における電場等の連続性に起因した鏡像電荷効果，として現れる。以下

では，揺らぎポテンシャルの評価に付随した種々の派生モデルを定義しつつ，各モデルによる評

価解析の現状について述べる。 
 
1) モデルⅤの予察的解析および派生モデルの定義 
 ここではまずモデルⅤを定義し，種々の派生モデルとの関係性について述べる。さらにモデル

Ⅴの特別なケースについて予察的な解析結果を示す。モデルⅤは，オリジナルの C-G モデルに揺

らぎポテンシャルおよび排除体積因子をすべて考慮したモデルであり，界面からの距離 x [m]にお

けるイオン i の電気化学ポテンシャルは，次式で表わされる。 

   )(ln)()()(ln)( 0 xkTxxezxnkTx iiiiii ζτψμμ −+++=    (3.5-1) 

ここで μi
0 は標準状態の化学ポテンシャル[J]，k は Boltzmann 定数[J K−1]，T は絶対温度[K]，ni(x)

はイオン種 i の数密度[m−3]，zi はイオンの価数[-]，e は電気素量[C]，ψ(x)は平均静電ポテンシャル

[V]，τi(x)は揺らぎポテンシャル項[J]，ζi(x)は排除体積項を表わす。付録 C で導出したように，熱

力学的平衡状態に達した後の，バルク溶液中における対応する電気化学ポテンシャル 

   iiiii kTnkTx ,b,b,b
0 lnln)( ζτμμ −++=∞=    (3.5-2) 

と比較することにより，拡張された Poisson - Boltzmann 方程式が次のように定式化できる。 
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ここで F[κ(x), x]の形は x の領域により異なり，以下のように定義される。ただし a は溶質イオン

の直径[m]である（本解析では，すべてのイオンで共通）。 
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また κ(x)は界面からの距離 x [m]に依存した局所的 Debye - Hückel パラメータ[m−1]，Fb は F[κ(x), x]
のバルクでの値，さらに ficは固相部分の物性に依存する係数[-]であり，次式で定義される。 
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ここで κb はバルクにおける Debye - Hückel パラメータ[m−1]，εb はバルク溶液の比誘電率[-]，εw は

鉱物固相の比誘電率である。ただし 0 ≤ x ≤ a/2 の領域では ni(x) = 0 なので，次の線形近似によっ

て平均ポテンシャル ψ(x)を評価する。 

   ax
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x 2

10,
d
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0

≤≤⋅+=
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ψψψ    (3.5-12) 

さらにこれらの方程式の境界条件として，界面上では表面電位一定あるいは表面電荷密度一定の

条件を設定できるが，沖合では今のところ x → ∞で電位ゼロとする片側平板の条件でしか計算で

きない。 
 拡張された P-B 方程式(3.5-3)の ηj(x)が揺らぎポテンシャル項であり，また ξj(x)は排除体積因子

である。排除体積因子 ξj(x)については，まず Levine and Bell(1960)で ξj(x)をバルク電解質濃度の冪

で展開することによって解析が行われた。さらに Outhwaite et al. (1980)等では排除体積因子を種々

の近似レベルによって分類し，各レベルでの排除体積因子を考慮した拡張 P-B 方程式(3.5-3)を解

析した。本解析では，揺らぎポテンシャル項 ηj(x)の影響度合いを個別に評価することを目的とす

るため，また解析を必要以上に煩雑にしないようにするため，ここでは排除体積の効果は無視す

る（すなわち，ξj(x) = 1 とする）。これは Outhwaite et al. (1980)における“MPB1 モデル”に相当す

るモデルであり，本解析では“排除体積効果を無視したモデルⅤ”と呼ぶことにする。なお本報

告では，排除体積効果を考慮したモデルとして，すでに Bikerman の式(3.3-4)による評価解析を実

施している（3.3 節参照）。これは，ξj(x)のバルク電解質濃度による冪展開の第 1 近似に相当する

ものである。また排除体積効果を無視したモデルⅤは，排除体積の効果は無視するがイオンサイ
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ズをゼロとするわけではないので，Cavity 効果は依然として考慮されている。 
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排除体積効果を無視したモデルⅤ

 

図 3.5-1 モデルⅤから派生したモデル間の関係図 
 
 次に特別なケースとして，イオンサイズがゼロの極限：a → 0 のモデルを考える。すなわち点

電荷モデルである。この場合，付録 C で導出したように，揺らぎポテンシャル項(3.5-4)は次式に

なる。 
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これがモデルⅣであり，上述したように揺らぎポテンシャルの効果としては，界面近傍における

イオン分布の不均質性からくる Debye - Hückel パラメータの局所依存性（狭義のイオン雰囲気効

果），および異なる誘電体間における電場等の連続性に起因した鏡像電荷効果を考慮したモデルで

ある。さらにモデルⅣで κ(x) → κb の極限をとったモデル，すなわち鏡像電荷効果のみを考慮した

モデルを，モデルⅣa とする。このモデルの揺らぎポテンシャル項は，次式になる。 

   )2exp(
28

)( b
ic

b0

22

κ
επε

η x
x

f
kT

ezx i
i −⋅=    (3.5-14) 

またモデルⅣで fic → 0 の極限をとったモデル，すなわち狭義のイオン雰囲気効果のみを考慮した

モデルを，モデルⅣb とする。このモデルの揺らぎポテンシャル項は，次式になる。 
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揺らぎポテンシャルを考慮したこれら一連のモデルの関係図を，図 3.5-1 に示す（表 3.1-1 参照）。 



JAEA-Research 2011-047 

- 48 - 

 

0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

0.0E+00 2.0E-10 4.0E-10 6.0E-10 8.0E-10 1.0E-09

イ
オ

ン
濃

度
[m

o
l/

L
]

左側界面からの距離 [m]

Na+濃度分布 1：1型電解質

電解質濃度：0.2 [mol/L]

表面電位一定：-60 [mV]

片側平板

κ(x) ：on，fic = 0.9，a = 1Å
G-Cモデル

排除体積効果を無視したモデルⅤ

-0.07 

-0.06 

-0.05 

-0.04 

-0.03 

-0.02 

-0.01 

0.0E+00 2.0E-10 4.0E-10 6.0E-10 8.0E-10 1.0E-09

静
電

ポ
テ

ン
シ

ャ
ル

[V
]

左側界面からの距離 [m]

静電ポテンシャル分布

排除体積効果を無視したモデルⅤ

1：1型電解質

電解質濃度：0.2 [mol/L]

表面電位一定：-60 [mV]

片側平板

κ(x) ：on，fic = 0.9，a = 1Å

G-Cモデル

 
図 3.5-2 G-C モデルおよび排除体積効果を無視したモデルⅤの比較図（電解質濃度 = 0.2 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 次に，排除体積効果を無視したモデルⅤの解析例を図 3.5-2 に示した。このモデルでは，上述

したように排除体積因子 ξj(x)を 1 として簡単化した P-B 方程式(3.5-3)を解くのであるが，複雑な

微分差分積分方程式であり，これまでのモデルのように Runge - Kutta 法および Shooting 法を併用

した解法では解くことができない。方程式(3.5-3)から ψ(x)を計算するためには式(3.5-5)の L[ψ(x)]
を計算する必要があり，そのためには事前に x − aから x + aまでのψ(x)の情報が必要であるため，

Runge - Kutta 法を用いて逐次的に x 積分を実行することができないのである。そこでここでは，

付録 D で概説した準線形化反復法（quasi-linearisation iteration technique）を用いて解析を実施する

（Outhwaite et al., 1980；付録 D 参照）。ただし境界条件は，前述したように沖合の条件について

は数値解法上の困難のため，今のところ x → ∞で電位ゼロとする片側平板の条件でしか計算でき

ない。また界面上での境界条件は，解の収束性の観点から，表面電荷密度一定ではなく表面電位

一定（ψ0 = −60 [mV]）として解析した。その他の条件設定として，濃度 nb = 0.2 [mol dm−3]の 1:1
型電解質（NaCl）を想定し，電解質イオンの直径は a = 1×10−10 [m]，鉱物固相の比誘電率は εw = 4.124 
[-]（fic = 0.9 [-]に相当）とした。また Debye - Hückel パラメータの局所依存性は，もちろん考慮し

ている。図 3.5-2 には，比較のため同じ境界条件で解いた G-C モデルの解析解 
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を図示した。静電ポテンシャル分布（図 3.5-2 右）を見る限り，上記の設定条件ではほとんど G-C
モデルと変わらない結果である（ただし排除体積効果を無視したモデルⅤの静電ポテンシャル分

布図については，x ≥ a/2 の領域で描いた。0 ≤ x ≤ a/2 の領域については，いまの場合 x = 0 で ψ0 = 
−60 [mV]に外挿されるため G-C モデルとほぼ一致する。以下の図においても同様である）。しか

しながら Na+イオン濃度分布の比較（図 3.5-2 左）では，誘電飽和効果の影響評価で見られたよう

な，界面からの排除効果が現れている。その原因を明らかにするため，Cavity 効果，狭義のイオ

ン雰囲気効果および鏡像電荷効果の 3 つの効果について，それぞれの効果の感度解析を行った。 
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図 3.5-3 排除体積効果を無視したモデルⅤのイオンサイズ依存性（電解質濃度 = 0.2 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
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図 3.5-4 排除体積効果を無視したモデルⅤのイオンサイズ依存性（電解質濃度 = 2.0 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 図 3.5-3 では，狭義のイオン雰囲気効果および鏡像電荷効果を考慮しない設定（κ(x) = κb, fic = 0）
とし，Cavity 効果の影響を見るため電解質イオンの直径を a = 1 ~ 4×10−10 [m]と変化させて計算し

た。静電ポテンシャル分布（図 3.5-3 右）にはほとんど変化は見られないが，有限のイオンサイ

ズによる界面からの排除体積効果のため，Na+イオン濃度分布（図 3.5-3 左）では予期されたよう

に沖合へのシフトが見られる。また図 3.5-4 は，電解質濃度を nb = 2.0 [mol dm−3]と設定したこと

意外はすべて同じ条件での解析結果である。この図で特徴的なのは，少し分かりづらいが，イオ

ン直径が a = 4×10−10 [m]のケースでは界面からの距離とともに分布が振動しながら減衰している

ことである。すなわち Na+イオン濃度分布（図 3.5-4 左）では 2.0 [mol dm−3]を中心として振動し

ながら減衰し，一方静電ポテンシャル分布（図 3.5-4 右）では 0 [V]を中心に減衰振動している。

これは κba > 1.24117 の条件で発生する特異な現象であり，荷電表面近傍において正と負の電解質

イオンが交互に層状化していることに起因する（Outhwaite et al., 1980）。この臨界値 κba = 1.24117
は，準線形化反復法の過程のなかで γに関する超越方程式 

   0sinhcosh)1( 3
b

2
bb

3 =−−+ γγγγ yyy    (D-23) 

の解のうち，最も小さい正の 2 実根がちょうど一致する条件として得られる（付録 D 参照）。こ

こで yb ≡ κba で定義されるパラメータであり，電解質濃度 nb および電解質イオンの直径 a から決

まる。nb = 2.0 [mol dm−3], a = 4×10−10 [m]の条件では κba = 1.8612 となり臨界値に達しているが，た
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とえば nb = 2.0 [mol dm−3], a = 2×10−10 [m]ならば κba = 0.9306，また nb = 0.2 [mol dm−3], a = 4×10−10 
[m]ならば κba = 0.5886 などとなり臨界値には達しない。したがってここでのケースでは，nb = 2.0 
[mol dm−3], a = 4×10−10 [m]の場合にだけ現れたのである。 
 次に鏡像電荷効果だけを見るため，狭義のイオン雰囲気効果を無視し（κ(x) = κb），また電解質

イオンの直径を a = 1×10−10 [m]に固定して，fic = 0.9（εw = 4.124 [-]の誘電体を想定），fic = 0（εw = 
78.36 [-]）および fic = −0.5（εw = 235.08 [-]の導体を想定）と変化させて計算した。Na+イオン濃度

分布および静電ポテンシャル分布を図 3.5-5 に示す。鏡像電荷効果は，溶液側に電荷 Q が存在す

ると界面に対して固相側の対称な点に電荷 ficQ の鏡像電荷があたかも存在する現象であるため，

fic > 0 ならば鏡像電荷は電解質イオンの電荷と同符号となり，逆に fic < 0 ならば鏡像電荷は電解質

イオンの電荷と異符号となる。したがって，fic > 0 ならば電解質イオンは界面から斥力を受けて

排斥され，界面近傍では fic = 0 の場合に比べてイオン濃度が減少する。一方 fic < 0 ならば界面か

ら引力を受けることになり，界面近傍では fic = 0 の場合に比べてイオン濃度が上昇する。Na+イオ

ン濃度の分布図（図 3.5-5 左）には，この現象がよく現れている。しかしながら静電ポテンシャ

ル分布（図 3.5-5 右）には，それほど影響しないことが分かる。 
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図 3.5-5 排除体積効果を無視したモデルⅤの鏡像電荷依存性（電解質濃度 = 0.2 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 最後に狭義のイオン雰囲気効果だけを見るため，鏡像電荷効果を無視し（fic = 0），また電解質

イオンの直径を a = 1×10−10 [m]に固定して，Debye - Hückel パラメータ（以下，D-H パラメータ）

の局所依存性を考慮する場合と，狭義のイオン雰囲気効果を無視して κ(x) = κb とおく場合とで比

較した。Na+イオン濃度分布および静電ポテンシャル分布を図 3.5-6 に示す。一般に界面近傍では，

電解質イオン濃度がバルク溶液中の濃度と異なるため，界面近傍での D-H パラメータとして本来

κb を使うべきでない。負に帯電した鉱物固相の場合，カウンターイオンである Na+イオン濃度が

Cl−イオン濃度の減少分に比べ大きく上昇し，式(3.5-11)で計算される κ(x)は κb より大きくなる。

したがって揺らぎポテンシャル項の効果は，平均ポテンシャル項に対してプラスで効き（式(3.5-3), 
(3.5-4)参照），イオン雰囲気を無視して κ(x) = κb とおく場合に比べて，電解質イオン濃度が上昇す

る。この効果が，Na+イオン濃度の分布図（図 3.5-6 左）には示されている。 
 結局，図 3.5-2 の左図に示されたような，排除体積効果を無視したモデルⅤの Na+イオン濃度分

布の形状は，鏡像電荷効果および狭義のイオン雰囲気効果による相乗効果の結果であると結論で

きる。また上記一連の感度解析において，静電ポテンシャル分布が G-C モデルの結果とそれほど

違いが現れなかったのは，表面電位一定の境界条件が影響していると考えられる。 
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図 3.5-6 排除体積効果を無視したモデルⅤの局所 D-H パラメータ依存性（電解質濃度 = 0.2 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 排除体積効果を無視したモデルⅤに関する上記の結果は，Outhwaite et al. (1980)等の既往研究と

も整合的であり，拡張された P-B 方程式(3.5-3)の数値解析は正しく遂行されていると思われる。

しかしながら，表面電荷一定および片側平板のみの現在の解析条件では，電気的収れん度，また

拡散係数への影響評価は不十分であり，何らかの工夫が必要である。そこで以下では，数値解析

のネックであった Cavity 効果の考慮を犠牲にし（上記一連の感度解析により，Cavity 効果の影響

は比較的小さいと認識できる），イオンサイズを無視した点電荷モデルで鏡像電荷効果および狭義

のイオン雰囲気効果（局所 D-H パラメータの効果）に関する拡散係数への影響評価について検討

する。 
 
2) モデルⅣb の解析手法に関する検討 
 ここでの評価対象となるモデルは，モデルⅣおよびその特殊モデルであるが，イオンサイズを

無視した点電荷モデルであり，拡張された P-B 方程式(3.5-3)において a → 0 の極限をとることに

より次式で定義される。 
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ここで式(3.5-18)では，面間隔 d [m]の平行平板を想定して両側の固相に現れる鏡像電荷の項が考

慮されている。すなわち，式(3.5-18)括弧内の第 3 項目は左側固相内に生じた鏡像電荷による効果

を表わし，第 4 項目は右側固相内に生じた鏡像電荷による効果を表わす（図 3.5-7 参照）。 
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図 3.5-7 両側の鉱物固相内に生じた鏡像電荷の概念図 
 
また境界条件としては，表面電荷密度 σ0 が与えられた場合を想定して次式で与える。 

0
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 さて P-B 方程式(3.5-17) ~ (3.5-20)を Runge - Kutta 法および Shooting 法を併用した手法で解きた

いのだが，式(3.5-18), (3.5-19)からわかるように κ(x)が ni(x)を再帰的に含む構造になっているため，

極めて不安定な形式になっており，実際に数値解析を試みたところ，妥当な解を得ることができ

なかった。そこでさらに特殊な場合に限定したサブモデルを設定し，それぞれのモデルで評価解

析を実施する。すなわち，鏡像電荷効果だけを考慮したサブモデルとしてモデルⅣa を，また狭

義のイオン雰囲気効果（局所 D-H パラメータの効果）だけを考慮したサブモデルとしてモデルⅣ

b を定義する。 
まずモデルⅣb についてだが，Runge - Kutta 法および Shooting 法を併用した手法では，どのよ

うに初期値を与えても最初の数ステップで発散し，解を得ることができなかった。この原因を探

るため，電解質タイプを 1:1 型に限定し，定式化をより簡単にして検証解析を行った。モデルⅣb
で 1:1 型電解質の場合，基礎方程式は式(3.5-17) ~ (3.5-19)より次のようになる。 

   )]()([
d
d

0b
2

2

xnxne
x −+ −−=

εε
ψ

   (3.5-21) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=± )]([

8
)(exp)( b

0b

2

b x
kT

ex
kT
enxn κκ

επε
ψm    (3.5-22) 

   
kT
nexnxn

kT
ex

0b

b
2

2
b

0b

2
2 2,)]()([)(

εε
κ

εε
κ =+= −+    (3.5-23) 

ただし 1:1 型電解質を想定して z+ = −z− = +1, nb+ = nb− ≡ nb とおいた。さらに次の無次元パラメータ 
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を導入して基礎方程式を整理すると，次式を得る。 
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また境界条件は，式(3.5-20)より次のようになる。 
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ただし無次元パラメータ ηを導入した。いま式(3.5-26)において λは φの関数と考えるのだが，φ
の解析関数として陽に表現することは困難である。そのため，逆に φ を λ の関数とみなして λ(y)
に関する微分方程式に持ち込むことを考える。式(3.5-26)で φについて解くと， 

   1)}1(2exp{)}1(exp{exp 42 −−±−= λβλλβλϕ    (3.5-29) 

となる。いまの条件では φは負なので，根号の前の符号はマイナスをとる。したがって， 

   ( )1)}1(2exp{)}1(exp{ln)( 42 −−−−= λβλλβλλϕ    (3.5-30) 

である。また cosh2φ − sinh2φ = 1 の関係より， 

   1)}1(2exp{sinh 4 −−−= λβλϕ    (3.5-31) 

となる。次に φ(y)に関する微分方程式を λ(y)に関する微分方程式にするため， 
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の関係を使う。式(3.5-30)を微分して， 
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である。式(3.5-31) ~ (3.5-34)を式(3.5-25)に代入して整理すると，次式を得る。 
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また境界条件については， 
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の関係を用いて，まず式(3.5-27)より 
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となるので，λ(y=0) = λ0 とおくと 
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を得る。一方，式(3.5-28)より 
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となる。以上により，これまでと同様に Shooting 法によって λ0 を求めた上で，微分方程式(3.5-35)
を解くことができるはずである。具体的には，λ0 を仮定して式(3.5-39)の左辺を計算し，この値が

沖合境界条件（= 0）を満たすような λ0 を探索する。得られた λ0 によって，再度微分方程式(3.5-35)
を解けば λ(y)が求まり，結局式(3.5-30)により y の関数として φ(y)が求まる。 
 

 
図 3.5-8 λ(x)および ψ(x)の初期値 λ0依存性 

 
 このような方法により，本解析での数値解析手法を適用したが，得られた静電ポテンシャル分

布 ψ(x)は物理的に妥当な結果ではなかった。そこでさらに初期値 λ0をパラメータとして変動させ，

λ0 の値によって λ(x)および ψ(x)がどのように変化するかを調べた。その結果を図 3.5-8 に示す。解

析条件として，平行平板の面間隔 d = 2×10−9 [m]，バルク電解質濃度 nb = 0.001 [mol dm−3]および表

面電荷密度 σ0 = −0.125 [C m−2]とした。初期値 λ0 が 50 ~ 55 の間で，曲線の挙動が特異的に変わる

ことがわかる。詳細に調べた結果，λ0 = 2/β 付近で挙動が異なることが判明した。この値は，式

(3.5-38)の特異点となっている。したがって，初期値として λ0 = 2/β = 53.7515（nb = 0.001 [mol dm−3]
の場合）が正しい値であると推測できるが，いまの解析手法では ψ(x)を評価することが不可能で

ある。前述したモデルⅤの解析から予測されるように，局所 D-H パラメータの効果だけを考慮し

た場合，表面近傍で κ(x)やイオン濃度分布が無限大に発散すると思われる。したがって，このモ

デルⅣb の場合は点電荷モデルにしたことで，かえって数値解析が困難になったと考えられる。
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この問題をさらに検証するためには，点電荷近似を維持した状態で，界面近傍での排除体積効果

を考慮するなど，何らかの正則化を導入する必要がある。 
 
3) モデルⅣa の解析結果 
 次にモデルⅣa（すなわち，鏡像電荷効果だけを考慮したサブモデル）について，Runge - Kutta
法および Shooting 法を併用した手法で解析することを検討する。モデルⅣa の基礎方程式は次式

であり， 
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また境界条件は，式(3.5-20)で与えられる。 
このモデルⅣa の場合，モデルⅣb のときのような P-B 方程式の再帰構造的な問題はなく，これ

までのモデルと同様に Shooting 法を用いて解析できる。ただし，常微分方程式の解法としてはこ

れまでの Runge - Kutta 法ではなく，既存の常微分方程式ソルバーパッケージ ODEPACK（ソルバ

ー：LSODE）を用いた（Hindmarsh, 1980）。モデルⅣに関連した点電荷モデルは，微分方程式自

体が極めて不安定な構造をもち，これまで本解析の数値解析手法で適用してきた Runge - Kutta 法

では，相当に計算ステップ幅を小さく取らないとすぐに発散してしまうためである。微分方程式

ソルバーLSODE は，指定した精度内で，変化が大きなところはステップ幅を小さくし，変化が小

さなところではステップ幅を大きくするといったステップ幅自動調整機能を備えており，Runge - 
Kutta 法のような等間隔ステップ計算よりも大幅に計算コストが削減できる。ただし，既存のソル

バーであるため，計算終了条件などをこれまでのように任意には決めることができず，その結果，

計算に失敗するパターンが多くなる。そのため，初期値探索範囲など数値解析のための設定パラ

メータを，これまでよりも慎重に設定する必要がある。また式(3.5-41)からわかるように，数式の

構造上，計算開始点を x = 0 とすると計算は発散するため，数値解析に際しては，表面から十分

近い距離（入力値として指定する）を初期値点と見なして計算を開始している。なおモデルⅣa
では，モデルⅤの場合と異なり，鏡像電荷効果のパラメータを fic < 0 に設定すると，表面近傍で

イオン分布が無限大に発散するため数値計算が収束せず，解が見つからない。したがって，数値

解析の適用範囲としては fic ≥ 0 の条件とした。 
 以下に，モデルⅣa の解析結果を示す。はじめに排除体積効果を無視したモデルⅤの結果と比

較するため，電解質濃度 0.2 [mol dm−3]，鏡像電荷効果のパラメータを fic = 0.9（εw = 4.124 [-]）に

設定したモデルⅣa の解析結果を図 3.5-9 に示す。ただし，固相側境界条件として乾燥密度 800 [kg 
m−3]のクニピア F（モンモリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）を想定し，もちろ

ん表面電荷密度一定とする。また沖合条件は，平行平板境界条件である。なお比較のため ISD2009
モデルの結果も合せて図示した。図 3.5-5 における fic = 0.9 の図と比較すると，Na+イオン濃度分

布の特徴は同じであるが，界面および沖合での境界条件の相違，また Cavity 効果の有無による違
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いが現れている。特に静電ポテンシャル分布を見ると，図 3.5-5 では表面電位一定条件のため G-C
モデルとモデルⅤの分布がほぼ一致する。一方図 3.5-9 の場合は，境界条件より表面での電位勾

配は一致するが，Na+イオン濃度分布（図 3.5-9 左）からわかるように ISD2009 モデルよりもモデ

ルⅣa の方が電気二重層が際立ち，そのため表面電位に差が現れるのである。 
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図 3.5-9 ISD2009 モデルとモデルⅣa（fic = 0.9）の比較図（電解質濃度 = 0.2 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
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図 3.5-10 ISD2009 モデルとモデルⅣa の比較図（電解質濃度 = 0.01 M） 

Na+イオン濃度分布（左図）および静電ポテンシャル分布（右図） 
 
 次に，解析条件を電解質濃度 0.01 [mol dm−3]，乾燥密度 800 [kg m−3]のクニピア F（モンモリロ

ナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）として，鉱物固相の比誘電率を εw = 6（fic = 0.8578）
および εw = 30（fic = 0.4463）に設定した解析結果を図 3.5-10 に示す。モンモリロナイトの比誘電

率に関する文献が見当たらないのだが，同じ 2:1 型層状ケイ酸塩鉱物である白雲母（muscovite）
の場合，比誘電率は 6 ~ 7[-]であることが知られている。また Bockris et al. (1963)によると，電極

表面近傍の第 1 水和層では比誘電率を 6 とするのが妥当であるとしている。そこでここでは，鉱

物固相の比誘電率として εw = 6 を仮定した。また最近の研究によると，水和した鉱物固相近傍の

比誘電率として εw ≈ 30 の値が実測されている（大江, 2010）。そこで参考までに，εw = 30 のケー

スでも計算した。モデルⅤの感度解析でも示されたように，fic > 0 のとき電解質イオンは界面か

ら斥力を受けて排斥され，界面近傍では fic = 0 の場合に比べてイオン濃度が減少する。また fic → 
0（εw → 78.36）の極限において，モデルⅣa は ISD2009 モデルに一致する。したがって図 3.5-10
の解析結果は，妥当な結果であるといえる。 
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 さらに実効拡散係数の電解質濃度依存性について，ISD2009 モデルとモデルⅣa との比較を図

3.5-11 に示す。モデルⅣa については，鏡像電荷の影響がより強く現れる εw = 6 のケースで比較し

た。fic > 0 の場合，式(3.5-40)の揺らぎポテンシャル項が静電ポテンシャル項に対してマイナスで

効くため，3.4 節で詳述した誘電飽和効果の場合とほぼ同様な考察ができ，したがって実効拡散

係数に対しても定性的に同じ結果を得る。また定量的にも誘電飽和効果の場合と同様，ISD2009
モデルに対しては鏡像電荷効果が小さいといえる。 
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図 3.5-11 ISD2009 モデルとモデルⅣa の比較図 
実効拡散係数の電解質濃度依存性 
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4. 解析結果の総括および今後の展開 

処分環境における圧縮ベントナイト中の核種の拡散係数や収着分配係数等の整合的な推定評価

を目指し，原子力機構では ISD モデルの開発を進めてきた。従来の ISD モデルである ISD2001 モ

デルは，特に単原子から成る 1 価のカチオン／アニオンさらに中性化学種について，ベントナイ

ト中拡散係数のベントナイト密度依存性，また電解質濃度依存性に関して実測データの傾向性を

良く再現し，部分的ではあるが定量的にも実測データと一致する結果を得ている。しかしながら，

従来の ISD2001 モデルでは，多価カチオン／アニオン，錯体状化学種などの複雑な化学種に対し

てはモデルの適用が十分でないこと，またモデルの構造上，物理的意味が明確でない付加的なフ

ィッティング・パラメータの導入が必要であることなどの問題があり，モデルの改良が望まれる。 
そこで本報告では，より広範な処分条件へのモデルの適用，また圧縮系における拡散現象のさ

らなる理解を目的として，ISD2001 モデルの基本仮定に立ち返ることにより，モデル高度化で考

慮すべき影響要因，アプローチについて検討し，実際にそれら高度化要因の影響評価を試みた。

その結果は，以下のようにまとめられる。 

 ➢ 第 2 章では，まず ISD2001 モデルの基本仮定に立ち返り，課題を抽出した。また考慮すべ

き高度化要因を列挙／整理した。 
 ➢ Poisson - Boltzmann 方程式の境界条件の厳密な設定，および電粘性効果を考慮することによ

り ISD2001 モデル拡散パートを拡張し，ISD2009 モデルを構築した。その結果，ISD2001 モデ

ルに必要であった付加的なフィッティング・パラメータを取り除くことができた。 
 ➢ ISD2009 モデルの構築により実測データとの整合性が良くなり，またモデルの構造的な問

題は改善されたが，多価カチオンおよびアニオンに対する定量的な再現性は依然良くない。 

 ➢ 第 3.1 節では，種々の高度化因子を採り入れたモデルを定義した。また第 3.2 節では，本検

討において適用された主要な数値解析手法について概説した。 

 ➢ 第 3.3 節では，Gouy - Chapman モデルに排除体積効果を考慮してモデル化し（モデルⅥ），

実効拡散係数に対する影響評価を実施した。電解質イオンのサイズとして Stokes 半径を仮定

する限り，ISD2009 モデルに対して排除体積効果は顕著であるとはいえなかった。 

 ➢ 第 3.4 節では，Gouy - Chapman モデルに誘電飽和効果を考慮してモデル化し（モデルⅡ，モ

デルⅢ，モデルⅦ），実効拡散係数に対する影響評価を実施した。誘電飽和効果のみを考慮し

たモデル，また誘電飽和効果および排除体積効果を同時に考慮したモデルともに，ISD2009 モ

デルが改善される結果は得られなかった。 

 ➢ 第 3.5 節では，Gouy - Chapman モデルにイオン間静電相互作用の影響（揺らぎポテンシャル

の影響）を考慮したモデルを構築し（モデルⅣ，モデルⅣa，モデルⅣb，モデルⅤ），現状の

ISD2009 モデルに対する影響評価の予察的解析を実施した。特に鏡像電荷効果だけを考慮した

サブモデル（モデルⅣa）について実効拡散係数を評価したが，ISD2009 モデルが改善される

顕著な結果は得られなかった。 

 上記の結果を総括すると，本報告における解析条件の範囲においては，誘電飽和効果，排除体

積効果および鏡像電荷効果に関して，Cs+, Sr2+, I‒の実効拡散係数に与える影響は何れも小さかっ

た。したがって，多価カチオン／アニオンに対する実測データとの整合性の観点からは改善され

たわけではないのだが，本検討により，実測データとの不整合性は本報告で取り上げた高度化要

因に起因するものではないことは示されたといえる。これら一連の解析結果に至った理由として

は，①高度化要因として考慮した補正因子によりイオンの濃度分布は変化するが，電気的中性条

件により間隙内の電荷の総量はモデルによらないこと，②高度化要因として考慮した補正因子に
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より平均静電ポテンシャルは変化するが，その補正項が平均静電ポテンシャルの変化の影響を打

ち消していること，などが考えられる。 

 上記の結果を踏まえ，今後の課題について述べておく。まずイオン間静電相互作用に関する影

響評価についてはいまだ研究途上であり，特にモデルⅤあるいはモデルⅣb については平行平板

境界条件での解析手法を確立して，実効拡散係数への影響度合いを評価する必要がある。また 2.4
節の高度化要因の検討でも指摘したが，鉱物表面上の電荷の局在性など鉱物固相側の分子構造を

考慮したモデル化も今後検討する必要がある。さらに，現状の ISD モデルにおける実効拡散係数

の評価式は 2.5 節の式(2.5-21)で与えられるが，この式にはトレーサーイオンのサイズ等の形状を

考慮した因子が含まれていない。排除体積効果を考慮したモデルにおいても，排除体積因子を支

配的に決めるのは電解質イオンの排除体積効果であり，評価されるべき個々のトレーサーイオン

の形状に関する情報は反映されていない。そこで例えば，トレーサーイオン i に付随した“イオ

ン形状因子 γi”を導入して，実効拡散係数を次式のように評価することが考えられる。 

   i
i

ii DD w,2
el,g

e, τ
δδ

φγ=    (4-1) 

イオン形状因子は，トレーサーイオン i の層間間隙への“入りやすさ”を表わす因子と考えられ，

したがって γiφ はイオン i ごとに定まった“有効間隙率”と見なすことができる。この因子は，複

雑な形状をもつ錯体状イオンなどの移行評価では特に重要になると考えられる。その他に，

ISD2009 モデルの適用限界をさらに調べるためにも，本解析で評価した以外の単原子イオン，ま

たアクチニド系化学種への適用を試みる必要がある。 
 以上は均質媒体を仮定した上での課題であるが，さらに鉱物媒体不均質系への ISD モデルの適

用に向け，化学種の拡散経路となり得る間隙の不均質構造／多重間隙を考慮したモデル化の検討

が課題となる。これについても多くの既往研究があり，例えば最近の研究例として Bourg et al. 
(2006, 2007)では，スメクタイト層間の“nanopore”と鉱物粒子間の“macropore”を考慮して核種

移行を評価している。1 種類の拡散経路を仮定し均質構造に基づく現状の ISD モデルに対して，

このように“macropore”を区別して考慮することは，特にアニオンの拡散評価に影響を与える可

能性がある。しかしながら，異なる間隙の体積割合の情報など粘土鉱物媒体のナノスケールでの

分析情報が必要であり，分析データの調査とともにさらなるモデル化の検討が必要である。 

 モデル改善の可能性の一つとして，Poisson - Boltzmann 方程式を修正するこれまでのアプロー

チとは異なるが，溶質-溶媒間の相互作用を反映したイオンの“有効電荷”のアイデアについて言

及しておく。これは古典電磁気学に基づく P-B 方程式との一貫性から，イオンの水和自由エネル

ギーを古典的にモデル化し，量子論的な補正効果を有効電荷で調整するアプローチである。水和

の Gibbs 自由エネルギーの古典モデルとしては，Stokes の修正 Born 式（Stokes, 1964）を参考に次

式で与える。 
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ここで ΔGi はイオン i の水和の Gibbs 自由エネルギー[J mol−1]，NAは Avogadro 数[mol−1]，ziはイ

オン i の形式電荷に基づく価数[-]，rv,i は van der Waals 半径[m]，rc,i は結晶半径[m]である。また εeff,i

はイオン i の近傍における水の比誘電率であり，イオン表面上の比誘電率 εsurf,i とバルクの比誘電

率との調和平均で定義する。そして zeff,i が，式(4-2)から評価されるイオン i の有効電荷である。

すなわち，古典電磁気学に基づく Poisson - Boltzmann 方程式との一貫性から，水和の Gibbs 自由
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エネルギーΔGiの実測データを再現するように修正Born式(4-2)を用いて溶液中における有効電荷

zeff,i を評価するのである。なお計算に必要な種々の実測データは Marcus のデータ（Marcus, 1997）
を用いた。またイオン表面上の比誘電率 εsurf,i の算出には Booth の補正式(3.4-1)を採用した。 
 このようにして算出された有効電荷と，その有効電荷を用いて現状の ISD2009 モデルで評価し

た実効拡散係数の電解質濃度依存性を図 4-1 に示す。ただし計算に際して，全系の電気的中性条

件および電解質イオンのバルク濃度が一定であることから，電解質イオンについては形式電荷を

そのまま適用し，トレーサーイオンに対してだけ有効電荷を適用した。またベントナイトの条件

は，乾燥密度 800 [kg m−3]のクニピア F（モンモリロナイト含有率 99％，真密度 ρs = 2880 [kg m−3]）
である。図 4-1 の左表を見ると，1 価カチオンの有効電荷は形式電荷にほぼ等しいが，価数の高

いカチオンでは水分子との強い相互作用により，溶液中での実効的な電荷が小さくなったと考え

ることができる。またこの有効電荷を用いると，実効拡散係数の実測データをよりよく再現して

いることがわかる（図 4-1 の右図）。このことは，電解質溶液中での反応に寄与する有効な濃度（活

量）が実際の濃度と異なるように，イオンの平衡分布に対しては，イオンは水和により有効電荷

を持った粒子のように振舞うのではないかと考えることができる。溶液中におけるイオンの有効

電荷については，理論／実験双方からのさらなる検証が必要である。 
 

イオン 有効電荷 [e]

Na(1+) 0.97378

K(1+) 1.05220
Cs(1+) 1.07805

Mg(2+) 1.52704
Ca(2+) 1.49815
Sr(2+) 1.54435

Al(3+) 2.24024

Cl(-) -0.66639
Br(-) -0.67813

I(-) -0.80111
 

図 4-1 おもなイオンの有効電荷（左）および実効拡散係数の電解質濃度依存性（右） 
 

 理論物理学者の S. Hawking は，“良いモデル”の条件として次の 4 点を挙げている（Hawking and 
Molodinow, 2010）。①簡潔である。②任意の，あるいは調節のできる要素が少ない。③すべての

観測事実を矛盾なく説明できる。④将来の観測に関する予言，特にその内容が観測結果に合わな

ければモデルが間違っているとわかるような詳細な予言ができる。①はすなわち，シンプルな理

論に基づくモデルであること。②は要するにフィッティング・パラメータが少ないモデルといえ

る。③については，我々の立場ではいわゆる“万物の理論”を作っているわけではないので，よ

り適用範囲の広いモデルということである。④はモデルの予言能力，それに伴ったモデルの検証

可能性のことである。モデルが検証可能でないと“間違ってさえいないモデル”になりかねない。 

 個々の化学種，液性条件，拡散媒体の構造／物性など変化しうるパラメータは余りにも多く，

考慮すべき高度化要因は多岐にわたるが，本報告で取り上げた高度化因子の評価解析結果を見る

限りでは， Hawking のモデル良否判定基準に則して言えば，仮定されている処分環境条件の下で，

現状の ISD2009 モデルは“十分に良い拡散移行のモデル”であると評価できる。 
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付録A イオンサイズによる排除体積因子の導出 

 付録 A では，電気二重層におけるイオンの排除体積効果を評価するため，素朴かつ単純ではあ

るが解析が比較的容易な Bikerman(1942)による自由体積のアプローチを用いて排除体積因子を導

出する。 
 いま m 種類の成分からなる理想溶液を考える。成分 j の化学ポテンシャル[J]は， 

   ∑
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=+=
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j
j

j
jj NN
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0id :,lnμμ    (A-1) 

で表わされる。ここで μj
0 は成分 j の純粋液体での化学ポテンシャル，Nj は成分 j の粒子数[-]，N

は系内の全粒子数を表わす。また k は Boltzmann 定数[J K–1]，T は絶対温度[K]である。この理想

溶液がその蒸気と平衡にあり，かつ蒸気が理想気体とみなせる場合には，この蒸気における成分

j の分圧を pjとすると，Raoult の法則により次式が成り立つ。 
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ここで pj
0 は成分 j の純粋液体での飽和蒸気圧[J m–3]である。したがって式(A-1)は， 
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となり，またこの理想溶液に対する Gibbs の自由エネルギー[J]は， 
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で与えられる。ただし成分 j の流体はすべて理想気体とみなせる状況を仮定して，次の状態方程

式を満たすものとする。 

   kTNVp jj =    (A-5) 

ここで V は，この溶液の体積[m3]である。  
 次に，溶液を構成する粒子のサイズを考慮した場合，成分 j の化学ポテンシャルは式(A-3)に対

応して， 

   0
0 ln

j

j
jj p

p
kT

′
+= μμ    (A-6) 

となる。ここで p’j は粒子のサイズを考慮した場合の成分 j に関する分圧を表わしており，式(A-5)
に対応して次の状態方程式を満たすものとする。 

   kTNNbVp jj =−′ )(    (A-7) 

ここで b は排除体積を表わすパラメータである。流体を形成する粒子をある特徴的なサイズの剛

体球で近似すると，b の値は接近した任意の 2 粒子間の最近接距離を半径とする排除球の体積の

1/2 で近似される。本解析でベースとしている restricted primitive model では，すべての粒子は等し

い半径を持つ剛体球であり，この場合 b の値は剛体球体積の 4 倍となる。 
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図 A-1 排除体積の概念図とパラメータ b 
 
ここで採用した b の値に対する評価の仕方は，十分希薄な溶液においては系全体の短距離相互作

用を 2 体相互作用の総和としてよく近似できることに基づいており，この近似が任意の濃度にお

いても成り立つと仮定している。(V – Nb)がいわゆる自由体積である。式(A-7)は，粒子間の相互

作用として短距離相互作用（すなわち粒子のサイズ）のみを考慮した場合の van der Waals 状態方

程式に相当する。式(A-2), (A-5), (A-7)より，次式が成り立つ。 
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粒子のサイズを考慮することによって修正された Gibbs の自由エネルギーは， 
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となり，式(A-4)の理想溶液に対する Gibbs の自由エネルギーGid を使って次式を得る。 
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定義にしたがって，成分 i の粒子サイズを考慮した化学ポテンシャルは，式(A-10)を粒子数 Ni で

偏微分して以下のようになる。 
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右辺第 1 項目は式(A-2), (A-4), (A-5)を使うと，次のように評価できる。 
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したがって式(A-11)は， 
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となる。ここで，粒子数密度[m–3]を以下のように定義した。 
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nb << 1 の条件のもとで， 
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となるから，式(A-13)は次のように書き換えられる。 
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したがって，排除体積項のみを考慮した，界面からの距離 x における電気化学ポテンシャルは， 
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となる。ただし，2b = v とした。バルク中での電気化学ポテンシャルと比較することにより，化
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学種 i の数密度に対する次の表式を得る。 
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ここで ξ(x)は排除体積効果のファクターであり，イオンの可動領域が制限されるという効果が系

の電気化学ポテンシャルに反映して生じたファクターである。式(A-18)を ni(x)について解くと，

次のような修正された Poisson - Boltzmann 方程式を得る。 
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付録 B 誘電飽和式の導出 

 付録Bでは，Booth(1951)にしたがって種々のモデルに対する誘電飽和式を導出する。極性分子

の双極子モーメントなどの基本的物理量を用いて，極性溶媒の誘電率を分子論的に評価する研究

に着手し，さらに強い電場を考慮した極性液体に対する誘電率について検討を始めたのはDebye 
(1929)である。電解質溶液中のイオンの半径は非常に小さいため，その近傍の電場は一般に非常

に強くなる。そのような強い電場領域における溶媒の誘電率は，飽和効果によって純粋溶媒中で

の誘電率に比べ小さくなると考えられる。Debyeはこの効果を評価するため，単純にLangevinの表

式における電場EをLorentz電場（Lorentz field）F = E + P/(3ε0)で置き換えた。ここでPは分極[C m−2]
である。この評価法では，Lorentz球（Lorentz sphere）の中心において，球体自身の分極による電

場が考慮されていないため，結果的には正しくないことが知られている。また，極性液体に対す

る実験結果とも整合しない。そもそもこの理論では，Clausius - Mossottiの法則に従わないのであ

る。その後Onsager(1936)によって理論は改善されたが，水のような極性の強い液体の誘電率を再

現するには至らなかった。Onsager理論では，中心分子に対して十分遠方の双極子からの相互作用

は取り入れていたが，近接分子からの相互作用が考慮されていなかった。そこでKirkwood(1939)
は，Onsager理論で用いられた仮定から離れ，近距離相互作用も考慮して，統計力学を用いて再定

式化し，純粋な極性溶媒に対する誘電率を比較的精度よく求めた。しかしながら元来，Onsager
理論もKirkwood理論もともに，電場Eが十分小さいという限られた条件で評価したものであり，

誘電飽和効果が現れるような強い電場中の水の誘電率に関する評価はなされていない。そこで以

下では，Onsager理論およびKirkwood理論を強い電場の場合にも適用できるように拡張する。 
 
B.1 Onsager 理論の拡張 
 Onsager の理論は，後に Kirkwood の理論によって全面的に取って代わられるのであるが，より

シンプルな理論であるため，はじめに Onsager 理論を拡張する。Onsager 理論は特に，双極子モー

メントが小さい場合や，高温の条件では十分に有効である。ここで我々は，短距離相互作用を無

視し，さらに球形分子の場合を仮定する。外部電場内にある分子の分極 P は，おもに永久双極子

モーメント（permanent dipole moment）が電場の方向に配向しようとする配向分極と，変位分極

の一種である電子分極（electronic polarization，電場の作用により原子内の電子が変位することに

よる分極）の和として表わされ，特に外部電場が弱い場合には，分極は電場に比例すると仮定さ

れている（P = (εr − 1)ε0E）。電子分極を考慮するために，誘電率が n2 の媒質に永久双極子が埋め

込まれていると仮定する。このとき，体積 V [m3]の領域の平均双極子モーメントを〈ME〉[C m]
で表わすと次のようになる。 

   
EV

Mn E 〉′〈
=− 0

2
r )( εε    (B.1-1) 

ここで εrは水の比誘電率[-]，n は純水の光学的屈折率（optical refractive index）[-]，ε0 は真空の誘

電率[C V−1 m−1]，また E は電場 E [V m−1]の強さである。ただし〈M'E〉には，永久双極子モーメ

ントの寄与と，電場 E によって誘起された，電子分極以外の変位分極の効果を含むものとする。

すなわち，〈M'E〉には電子分極の効果は含まれておらず，その効果は n2に現れている。いま〈M'E〉
を見積もるために分子 1 つに注目する。真空中における気体分子の永久双極子モーメントを μv [C 
m]とすると，誘電率が n2 の球形の連続媒質中における分子の永久双極子モーメント μは，次のよ

うになる。 
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Onsager による内部電場 F [V m−1]は，G を空洞電場（cavity field），R を反作用電場（reaction field）
として，次式で与えられる。 
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ここで空洞は，その中心に 1 個の極性分子を含む半径 a [m]の球形空洞（Onsager の球）とし，空

洞内の比誘電率は 1（真空），空洞の外側は比誘電率 εrの巨視的な誘電体とする。液体をこのよう

にモデル化すると，1 個の液体分子が持つ双極子モーメントが m である。空洞電場 G は，空洞の

中心に極性分子が存在しない場合に，外部電場 E によって生ずる空洞内の電場を表わす。一方，

反作用電場 R は外部電場 E が存在しない場合に，空洞の中心にある極性分子 m が周囲の誘電体

を分極し，その結果として空洞内に生ずる電場を表わす。 
 いま液体分子の分極率を α [C m2 V−1]とすると，空洞内の電場 G, R によって中心の双極子には

αG および αR の誘起双極子モーメントが生じているはずであり，これらと気体分子の永久双極子

モーメント μv のベクトル和が液体分子の双極子モーメント m になる。すなわち双極子モーメン

ト m の自己無矛盾性により，次式が成り立つ。 
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これを m について解くと， 

   Eμm β+′=    (B.1-5) 

と書ける。ここで μ'と βは， 
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である。ただし分極率 αは次式により，純水の光学的屈折率 n を用いて表わした。 

   
2
1

4 2

2

3
0 +

−
=

n
n

aπε
α

   (B.1-7) 

したがって内部電場 F は，気体分子の永久双極子モーメント μvを用いて表わすと次式になる。 
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 次に，各液体分子の偶力によるポテンシャル・エネルギーU を求めたい。いまの場合，式(B.1-3)
の εrは電場 E に依存し複雑になるため，ここでは εr >> n2 の特別な場合を考える。 
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このとき，双極子モーメント m の極性分子が内部電場 F によって受ける偶力のモーメント Q [J]
は，式(B.1-5), (B.1-9)より次のようになる。 
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したがって μ'と E のなす角を θとすると，  
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なので，ポテンシャル・エネルギーU [J]は次式になる。 

   θcos
2
3 EμU ′−=    (B.1-12) 

双極子モーメント m の電場 E 方向の成分 mEは，式(B.1-5)より 

   EμmE βθ +′= cos    (B.1-13) 

となる。したがって，mEの電子分極を含まない成分 mE'（式(B.1-13)の第 1 項目）の平均値は，次

のようになる。 

   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

′=′=
−′

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

⋅⋅′
=

Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

Ω⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′

=〉′〈

−

−−

∫∫

∫∫

∫

∫

kT
EμLμCLμ

CC
CCCCμ

kT
Eμ

kT
Eμμ

kT
U

kT
Um

m
E

E

2
3)(

sinh2
)sinh2cosh2(

d
2

cos3expsind

d
2

cos3expcossind

d)(exp

d)(exp
:

1

21
0

2

0

0

2

0
ππ

ππ

θθθϕ

θθθθϕ

θ

θ

   (B.1-14) 

ただし， 

   
x

xxL 1coth:)( −=    (B.1-15) 

は，Langevin 関数である。また式変形の途中で C = 3μ'E/(2kT)とした。 
 体積 V の領域における（電子分極を含まない）平均双極子モーメント〈M'E〉と，液体分子 1
個に対する双極子モーメント〈m'E〉の間には， 
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なる関係があるので，結局式(B.1-1)より 
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ここで εr >> n2 を考慮して，式(B.1-6)で μ' = (n2 + 2)μv /3 とした。また N0は水分子の数密度[m−3]
である。これが Onsager の誘電飽和式（Onsager モデル）である。Langevin 関数は x = 0 の周りで

Taylor 展開すると， 

   L+−= 3

45
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3
1)( xxxL    (B.1-18) 

となるので，電場 E が十分弱い場合，第 1 項のみで近似すると次のようになる。 
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これはまさに Onsager の式（Onsager, 1936）で εr >> n2 を考慮したものになっている。しかしなが

ら Onsager 式では，実測されている水の誘電率が再現できないという問題がある。 
 
B.2 Kirkwood 理論の拡張 
 次に Kirkwood 理論（Kirkwood, 1939）の拡張を考えるが，ここではより一般的な定式化である

Fröhlich の方法（Fröhlich, 1948）を用いることにする。いま無限に大きな誘電体の内部に体積 V [m3]
なる球形の巨視的領域を考える。この球形領域は Onsager の球に比べると十分大きいものとする。

電子分極の効果を考慮するため Onsager の場合と同様に，誘電率が n2の媒質に永久双極子が埋め

込まれていると仮定しよう。前と同様に εr >> n2 の特別な場合を考えると，領域 V 内の空洞電場 G 
[V m−1]は 

   EG
2
3

=    (B.2-1) 

とおける。領域 V 内の 1 つの分子の永久双極子モーメントは式(B.1-2)で与えられるが，この系の

全永久双極子モーメント M [C m]は次式で与えられる。 
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ここで N は領域 V 内の全分子数であり，また μi は i 番目の分子の永久双極子モーメントである。

領域 V 内の分子間力による系のポテンシャル・エネルギーを UN [J]とすると，系の全ポテンシャ

ル・エネルギーA は次式で与えられる。 

   )( GM ⋅−= NUA    (B.2-3) 

ただし，ここではベクトルの内積を(·)で表わした。式(B.2-3)の第 2 項目は，領域 V の外側領域か

らの影響を反映した項と考えられる。永久双極子モーメント μi の電場 E 方向成分の平均値は，古

典統計力学にしたがって，次式で計算できる。 

   

∫∫∫

∫∫∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅

=〉⋅〈

N
N

N
Ni

i

xx
kT
A

xx
kT
A

ddexp

ddexp)(
)(

1

1

L

Le
e

μ
μ    (B.2-4) 

ここで e は電場 E 方向の単位ベクトルである。また dxkは k 番目の分子の位置および配向を決め

る空間内の積分測度である。式(B.2-1)を代入して，式(B.2-4)の 2 項目を展開すると以下のように

変形できる。 
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ただし X は，全分子のある配位(x1, x2, · · ·, xN)を集合的に表わしたものであり， 
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   NxxxX ddd:d 21 L=    (B.2-6) 

である。さらに次の積分を定義すると， 
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式(B.2-5)は次のようになる。 
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である。 
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図 B.2-1 電場 Eの極座標表示（左図）および Eと μiの極座標表示（右図） 
 

 式(B.2-8)の分母に現れた積分 I[X; (M · e)n]は，図 B.2-1 左図のようにベクトル M を固定して電

場 E を極座標で表わし，電場 E の方向に関して平均化すると以下のようになる。 

   

∫∫∫

∫∫∫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⋅

N

Nnn

N

Nnnn

X
kT

XUXM

X
kT

XUXMXI

d)(exp)()(cos

d)(exp)(cos)(])(;[

θ

θeM
   (B.2-9) 

   
)1(2

)1(1

dsind

dsin)(cosd
)(cos

0

2

0

0

2

0

+
−+

==

∫∫

∫∫
n

n
n

n
ππ

ππ

θθϕ

θθθϕ
θ    (B.2-10) 

ここで M は，ベクトル M の大きさである。したがって， 
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 同様に，式(B.2-8)の分子に現れた積分 I[X; (μi · e)(M · e)n]については，図 B.2-1 右図のようにベ

クトル M および μi を固定し，電場 E の方向に関して平均化する。その際，μi と E の成す角を τ
とすると，球面三角法の余弦法則により， 

   )}cos(sinsincos{coscos)( βϕθαθαμτμ −⋅⋅+⋅==⋅ iii eμ    (B.2-12) 

となる。このとき φに関する積分を実行すると，式(B.2-12)の右辺第 2 項目はゼロとなり，したが

って次式を得る。 
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以上により，式(B.2-8)は次のようになる。 
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 式(B.2-14)の分母，分子に現れる積分については，Kirkwood にしたがって（Kirkwood, 1939），
まず i 番目の分子を固定しておいて他のすべての分子に関する配位積分を実行し，その後分子 i
に関する積分を行う。その処方を念頭に置いて，式(B.2-14)を次式のように書き表す。 
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ただし， 
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   Niii xxxxxX ddddd:d 1121 LL +−=    (B.2-18) 

ここで考えている領域の体積 V が十分に大きいとし，その中心近傍においては等方的でかつ均質
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性が保たれていると仮定すると，分子 i の位置とその向きを固定しても一般性を失わないことを

利用して分子 i に関する配位積分を省いた。一般に Ai[ f ]は，分子 i の配位を固定した上での物理

量 f の平均値を表わしている。式(B.2-15)の平均量はすべての分子に対して等しいので，添字の i
は以後明記しない。 
 結局式(B.1-1)より，比誘電率 εrに対する一般的表式は次のようになる。 
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式(B.2-15)は，分子間相互作用の種々のモデルに依存せず，一般的に成り立つ式であり，個々のモ

デルに対して式(B.2-16)および(B.2-17)を評価することになる。モデルの一例として，すべての短

距離相互作用を無視したモデル，すなわち考えている領域 V にただ 1 つの分子が存在するモデル

の場合，M = μとなるので式(B.2-16), (B.2-17)は次のようになる。 
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したがって式(B.2-19)を計算すると，Langevin 関数を L(x)として次のようになる。 
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これは Onsager 理論による表式(B.1-17)と同じもの（Onsager モデル）である。すなわち，このモ

デルにおける領域 V は“Onsager の球”そのものである。 
 さらに良い近似を得るため，次に Kirkwood の手法（Kirkwood, 1939）を用いる。液体状の水で

は，各分子の近傍では相当高い秩序が保たれているが，それは非常に限られた領域であり，距離

とともに急速に秩序が減衰すると考えられる。そこで，中心分子に対して最隣接分子までだけ完

全な秩序が保たれていると仮定し，それより遠い分子との相互作用は無視して単にバルクの影響

として考慮するモデルを考察する。水の構造として，正確に 4 配位の正四面体モデルを考えると，

最隣接分子は 4 個存在する。図 B.2-2 のように中心分子の双極子モーメント μ を固定すると，例

えば分子 1 の双極子の向きは，水素結合が完全であると仮定して μ, μaおよび μb の 3 通りが考え

られる。したがって中心分子と分子 1 の双極子モーメントが成す角を γとすると， 

   0,0,cos ba
22 =⋅=⋅==⋅ μμμμμμ μγμ    (B.2-22) 

なので分子 1 に対する γの平均は，cos γ = 1/3 となる。他の最隣接分子との成す角についても，同

様にして cos γ = 1/3 である。したがって，中心分子と最隣接分子との成す角の単純平均は， 

   
3
1cos =〉〈 γ    (B.2-23) 

と評価できる。
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図 B.2-2 中心分子と 4 個の最隣接分子，および双極子ベクトルの可能な向き 

 
 次に，この領域内での最隣接分子間の相関を評価する。例えば分子 1 と分子 2 に注目すると，

それらの双極子間の内積は， 
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となるから，分子 1 と分子 2 の成す角を δ12 とすると，その平均は cos δ12 = −1/9 となる。同じよ

うに他の分子間の成す角をそれぞれ δ13, δ14, δ23, δ24, δ34 として計算すると， 
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9
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となる。したがって，最隣接分子間の成す角の単純平均は次のようになる。 
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 いま式(B.2-16), (B.2-17)の積分を考えると，領域内の全分子の位置は固定しているので，双極子

の配向に関する配位積分だけを実行すればよい。したがって，中心分子および 4 つの最隣接分子

の双極子モーメントをそれぞれ μ, μ1, μ2, μ3, μ4 とすると，式(B.2-16)および(B.2-17)は以下のように
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ここで式(B.2-23), (B.2-26)の結果を用いると，次式を得る。 
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これらの結果を式(B.2-19)に代入して，比誘電率を計算すると Kirkwood の誘電飽和式（Kirkwood
モデル）を得る。 
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電場 E が十分に低い極限では，Langevin 関数の Taylor 展開 
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に注意して，次式のようになる。 
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電場 E がゼロの極限では実測されている比誘電率 78.36[-]（298.15[K]）を再現することが期待さ

れるが，永久双極子モーメント μvとして気体分子の値（6.1875×10−30[C m]）を直接代入すると εr = 
66.50 となり，少し小さい。逆にゼロ電場極限で実測値を再現するためには，双極子モーメント μv

として 6.73×10−30[C m]の値が必要である。 
 一方，式(B.2-30)の高電場極限では，Langevin 関数を漸近的に展開した式 
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を用いて，次式のようになる。 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

+
+⎯⎯ →⎯ ∞→ En

kT
E

nNn
v

v
E με

με
)2(73

61
733

)2(7
2

0

2
02

r    (B.2-34) 

 ちなみに，Onsager の誘電飽和式(B.2-17)に対する低電場および高電場極限は， 
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である。電場ゼロ極限では εr = 29.52 となり，当然のことながら近似は悪くなる。 
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B.3 Booth の誘電飽和式 
 Kirkwood の誘電飽和式(B.2-30)を導出する際，式(B.2-16), (B.2-17)の配位積分では任意の n 次の

ケースに対して，双極子間の成す角の平均値をそのまま適用した。しかしながら平均値の適用が

妥当なのは，式(B.2-16)では n = 0 の場合，式(B.2-17)では n = 1 の場合だけである。したがって式

(B.2-16), (B.2-17)の評価を厳密に実行するには，中心分子の双極子の向きを固定した上で，他の 4
分子がとり得るすべての可能な配向に関する配位積分を実行する必要がある。ここでは式(B.2-16)
および(B.2-17)の評価を厳密に実行し，Booth の誘電飽和式を導出する。 
 Kirkwood モデルの場合と同様に，中心分子が相互作用する分子を最隣接の 4 分子までとして相

互作用領域 V を設定する。最隣接 4 分子の双極子がとり得る向きはそれぞれ 3 通りあるので，可

能なすべての配位（configuration）は 34 = 81 通りある。そのなかの 1 つの configuration として例

えば，分子 1 から分子 4 の双極子モーメント μ1, μ2, μ3, μ4 がそれぞれ μ1 = μa, μ2 = μ, μ3 = −μb, μ4 = μ
の場合， 

   baba4321 3 μμμμμμμμμμμμμM −+=+−++=++++=    (B.3-1) 

であり，したがってこの configuration は式(B.2-16)および(B.2-17)の配位積分に対して次のような

寄与を与える。 
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同様の計算をすべての configuration に対して実行しすべて足し上げると，以下の結果を得る。 
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今これらの式を， 
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と表記すると，式(B.2-19)に代入して次式を得る。 
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これが Booth の誘電飽和式である。ただし ak, bkおよび ckは，表 B.3-1 の係数列である。 
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表 B.3-1 Booth の誘電飽和式に現れる係数列 ak, bkおよび ck 

k 1 2 3 4 5 6 7 8

a k 4 8 28 16 12 4 8 1

b k 4 8 52 40 36 12 32 5

c k 1 3 5 9 11 13 17 25
 

 
 式(B.3-5)の低電場極限は，分母・分子の sinh 関数と L 関数をそれぞれ E = 0 近傍で Taylor 展開

し，表 B.3-1 の係数列を代入することにより，次のように展開される。 
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  (B.3-6) 

電場ゼロ極限では εr = 66.50 となり，Kirkwood モデルと一致するが，電場 E に関する高次項の係

数が異なる。一方，高電場極限については，L 関数は E の増大とともに 1 に近づくが，sinh 関数

は E とともに発散するため，高電場では分母・分子ともに k に関する和のうち ckが最大の項（第

m 項とする）のみが支配的になる。したがって次のように展開される。 
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   (B.3-7) 

この結果は，そもそも高電場極限においては，水素結合を保ちながら対象分子がすべて電場の方

向を向くと考えると理解できる。すなわち，すべての分子が電場の方向を向くとすると 

   μμμμμμμM mc==++++= 54321    (B.3-8) 

となり，この configurationが支配的になるので，式(B.2-16), (B.2-17)の配位積分は次のようになる。 
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したがってこの場合，式(B.2-19)から 
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   (B.3-10) 
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となって式(B.3-7)を再現する。ただし ckの最大項 k = m に対して 

   mmm cba == ,1    (B.3-11) 

が一般に成り立つことに注意する。 
 
B.4 空洞電場 Gの導出 
 Onsager 球の中心に双極子が存在しないときに，外部電場 E [V m−1]によって生ずる空洞内の電

場を空洞電場と呼ぶ。Onsager 球は半径 a [m]の空洞とし，その内部は真空で比誘電率は 1 [-]，球

の外部は比誘電率 εr [-]の一様な連続体とする。空洞の中心を原点とし，外部電場 E の方向を極

軸とする極座標を図 B.4-1 のように設定する。 
 

E

r
θ

φ

eθ

eφ
er

 

図 B.4-1 電場方向を極軸とした極座標 
 
 空洞の内部および外部における静電ポテンシャル[V]をそれぞれ ψi, ψeとおくと，いずれも次の

Laplace 方程式を満たす。 

   )(0),,(i
2 arr <=∇ ϕθψ    (B.4-1) 

   )(0),,(e
2 arr >=∇ ϕθψ    (B.4-2) 

境界条件として，球面上での電位の連続性および電束密度の連続性から次式が成り立つ。 

   arar == = || ei ψψ    (B.4-3) 

   
arar rr == ∂

∂
=

∂
∂ e

r
i ψεψ

   (B.4-4) 

誘電体中に真空の空洞が存在するときの空洞内への影響が評価したいので，空洞が存在しない場

合の電位 ψ0 [V]と，ψeとの差 ψp ≡ ψe − ψ0 を定義しておく。空洞が存在しない場合に，一様な電場

E による，原点を基準とした位置ベクトル r だけ離れた点 P(r)における電位 ψ0は，次式で与えら

れる。 
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   (B.4-5) 

このとき 
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となるので，式(B.4-2), (B.4-3)から次式が得られる。 

   )(0),,(p
2 arr >=∇ ϕθψ    (B.4-6) 

   θψψ cos|| pi Eaarar −= ==    (B.4-7) 

また境界条件(B.4-4)は，次のようになる。 
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 Laplace 方程式(B.4-1)の解を求める。いま外部電場 E の方向を極軸にとっているので，対称性

から ψi は φに依存しない関数である。変数分離法で解くため，次の形の解を仮定する。 

   )()(),(i θθψ Θ= rRr    (B.4-9) 

これを方程式(B.4-1)に代入して整理すると， 
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となる。ここで C は未定定数である。まず方程式(B.4-10)は，C = n(n+1)とおくと Laguerre 型の微

分方程式になり，独立な解として R(r) = rn, r−(n+1)を得る。一方，方程式(B.4-11)については C = n(n+1)
とおくことにより2種類のLegendre関数Pn(cosθ), Qn(cosθ)が解の基本形をなす。ψiは r = 0で有限，

かつ θの有界な連続関数であるため r−(n+1)および Pn(cosθ)を用いた解は排除される。したがって方

程式(B.4-1)の一般解は， 

   ∑
∞
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=
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i )(cos),(
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n
n

n PrAr θθψ    (B.4-12) 

と書ける。全く同様にして Laplace 方程式(B.4-6)の一般解は，r → ∞のとき ψp → 0 となることに

注意して， 
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∞

=

+−=
0

)1(
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n PrBr θθψ    (B.4-13)
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となる。ここで An, Bn は定数であり，境界条件(B.4-7), (B.4-8)を用いて決められる。まず境界条件

(B.4-7)に式(B.4-12), (B.4-13)を代入すると，P1(cosθ) = cosθに注意して次式を得る。 
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この式が θ に関して恒等的に成り立つためには，各 Pn(cosθ)の係数がすべてゼロでなければなら

ない。したがって次の関係式を得る。 

   ),3,2(0,0,0 112
1

0
0 L==−=−−=− + naA

a
B

aAEa
a
B

A
a
B n

nn
n   (B.4-14) 

まったく同様にして，境界条件(B.4-7)に式(B.4-12), (B.4-13)を代入すると，次の関係式を得る。 
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式(B.4-14), (B.4-15)を連立して解くと，次の結果を得る。 
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したがって求める解は，次式になる。 
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式(B.4-18)で得られた ψi(r,θ)は，求める空洞電場 G のポテンシャルにほかならないので，結局次式

の結果を得る。 
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B.5 反作用電場 Rの導出 
 外部電場 E がない場合に，Onsager 球の中心にある双極子が周囲の誘電体を分極しその結果と

して空洞内に生ずる電場を反作用電場と呼ぶ。空洞の中心に双極子モーメント m [C m]をおき，

そのモーメントの向きを極軸に選んで極座標を設定する。空洞電場 G の場合と同様に，空洞の内

部および外部のポテンシャルをそれぞれ ψi, ψeとすると，(B.4-1) ~ (B.4-4)の各式はそのまま成り

立つ。周囲に誘電体が存在するときの空洞内への影響が評価したいので，誘電体が存在しない場

合の双極子 m による電位を ψ0 として，ψp ≡ ψi − ψ0 を定義しておく。周囲に誘電体が存在しない

場合に，双極子 m が作る静電ポテンシャルは次式で与えられる。 
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ここで m は双極子 m の大きさである。このとき， 
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となるので，式(B.4-2), (B.4-3)から次式が得られる。 
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また境界条件(B.4-4)は，次のようになる。 
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空洞電場の場合と同様の議論により，Laplace 方程式(B.4-2)および(B.5-2)の一般解は 
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と書ける。定数 An, Bn を決めるため，境界条件(B.5-3), (B.5-4)に代入して整理すると，次式を得る。 
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連立方程式(B.5-6)を解くと，次の結果を得る。 
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したがって求める解は，次式になる。 
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式(B.5-9)で得られた ψp(r,θ)は，求める反作用電場 R のポテンシャルに対応するので，結局次式の

結果を得る。 
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付録 C イオン雰囲気による揺らぎポテンシャルの導出 

 付録 C では，拡散層におけるイオン間静電相互作用を Gouy - Chapman モデルに採り入れるた

め，Bell and Rangecroft(1972)にしたがって，イオン雰囲気による揺らぎポテンシャルを評価し，

拡張された Poisson - Boltzmann 方程式を導出する。 
 古典的な Gouy - Chapman 理論では，界面近傍の拡散領域におけるイオン（すなわち，特異吸着

していないイオン）に作用する平均力（mean force）のポテンシャルは，イオン電荷が位置する点

における平均静電ポテンシャルに比例するものと仮定しており，その近似の下で平均静電ポテン

シャルは古典的な Poisson - Boltzmann 方程式に従う。しかしながら，あるイオンの周囲には同符

号のイオンよりも逆符号のイオンがより多く存在するであろうことは十分考えられることであり，

その結果として self - atmosphere（イオン雰囲気）をもたらす（Debye - Hückel 効果）。したがって，

あるイオンの近傍点における静電ポテンシャルは，その点での平均ポテンシャルから“揺らぎポ

テンシャル（fluctuation potential）”分だけずれるて現れる。バルク電解質溶液の場合，self - 
atmosphere は球対称になるが，界面近傍の拡散領域では，界面における誘電率の不連続性に起因

した鏡像電荷効果（image charge effect）によって self - atmosphere は変形される。それはまた，局

所的なイオン濃度のバルク値からのずれによって影響され，さらに拡散領域に正味の電荷量が存

在するならば，イオンの有限サイズに起因した電荷の移動による cavity 効果（cavity effect）が現

れる。またイオンの有限サイズを考慮すること，および局所的なイオン濃度とそのバルク値との

差に起因した直接的な効果として，排除体積効果（excluded volume effect）が現れる。こういった

効果により，電解質のある濃度（臨界濃度）で，平均静電ポテンシャルの拡散領域における振る

舞いが，指数関数的減衰（過減衰）から減衰振動になるという不安定性が発生する。この現象は

cavity 効果を考慮した線形方程式の場合に，Stillinger and Kirkwood(1960)によって最初に指摘され

た。その後 Outhwaite(1971)は，バルク電解質の場合に同様の結果を得ている。 
 ここで我々が考察する対象として，電解質溶液中の無限に広がった荷電平板近傍における電気

二重層を考える。その際，電解質は restricted primitive model を仮定する。すなわち溶媒は誘電率

一定の連続媒体とし，溶質イオンは溶媒とは異なる誘電率をもつ球体を考えて，その中心に点電

荷を置く。さらにその外側に同心の排除球を考え，他のイオンの中心はその排除球の内側には侵

入できないものとする。排除球の半径は，すべてのイオンペアで同じと仮定する。拡散層におけ

る平均ポテンシャル ψ(x) [V]は，固液界面からの距離 x [m]のみに依存するものとする。イオンの

種類を i でラベルし，イオン種 i の電荷を zie [C]とする。ここで zi はイオンの価数[-]，e は電気素

量である。界面からの距離 x における単位体積あたりのイオン種 i の個数（数密度）を ni(x) [m−3]
で表わし，界面から十分に離れた（x = ∞）バルク溶液における数密度を nb,i で表わす。 
 距離 x における電荷密度[C m−3]は，次式になる。 

   ∑=
i

ii xnzex )()(ρ    (C-1) 

一方，バルク溶液中での電気的中性条件は次式になる。 

   0,b =∑
i

iinze    (C-2) 

イオン種 i の電荷 zie は，イオン半径 r = ai [m]の球の中心に置く。またイオン球内の比誘電率を εi 
[-]とし，バルク溶媒中の比誘電率 εbとは異なるものとする。排除球の半径は r = a とする（a > ai）。

a の値はすべてのイオン種に対して同一であるとする（a = 2ai）。いま，イオン種 i の中心点が界

面から距離 x1（位置ベクトル r1）に存在する場合に，イオン種 i の中心点近傍における任意の評

価点 r（中心点からの位置ベクトルが r，この点の界面からの距離は x）での揺らぎポテンシャル
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（fluctuation potential or image - self - atmosphere potential）をφ i (r,x1) [V]とおくと，イオン種 i 近傍

の任意の評価点 r における平均ポテンシャル Ψi(r,x1)は，次式で与えられる。 

   ),()(),( 11 xxx ii rr φψ +=Ψ    (C-3) 

r < ai の領域で，この平均静電ポテンシャル Ψi(r,x1)が従う微分方程式は次式になる。 
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ここで ε0 は真空の比誘電率[-]である。一方 ai < r < a の領域では，次式に従う。 
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また，電束密度に関する Gauss の法則により，一般に 
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が成り立つ。ここで・はベクトルの内積を表わす。静電ポテンシャル Ψに対して，極座標表示(r, 
θ, φ)では 
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となる。ここで er, eθおよび eφは，それぞれの方向に関する単位ベクトルである。球面上では dS = 
erdS なので，結局(C-6)式の左辺は 
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となる。したがって今の場合，式(C-6)の表面 S として r = ai + 0 及び r = a の球面をとると，式(C-6)
の右辺はもちろん zie となるので，式(C-3)よりの次式が得られる。 
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ここで正数 δに対して，記号 
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を導入した。イオン i の表面 r = ai を境に誘電率が変化し，∂φ i /∂r は不連続になる。 
 Kirkwood(1934)によってバルク電解質に対して展開された方法を，電気二重層における電解質

に適用すると，界面からの距離 x におけるイオン i の（1 粒子あたりの）電気化学ポテンシャルは，

次式で表わされる。 

   )(ln)()()(ln)( 0 xkTxxezxnkTx iiiiii ζτψμμ −+++=    (C-11) 

ここで μi
0 は標準状態の化学ポテンシャル[J]，k は Boltzmann 定数[J K−1]，T は絶対温度[K]，τi(x)

は揺らぎポテンシャル[J]，ζi(x)は排除体積因子を表わす。一方，バルク溶液中におけるイオン i
の電気化学ポテンシャルは，以下のようになる。 

   iiiii kTnkTx ,b,b,b
0 lnln)( ζτμμ −++=∞=    (C-12) 
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ただし，各項の対応するバルクでの値を下付きの b で示した。熱力学的平衡状態において両相の

電気化学ポテンシャルは等しいので，平均力のポテンシャル Vi(x) [J]は次のようになる。 
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ここで ηi(x)は， 

   })({1:)( ,b iii x
kT

x ττη −=    (C-14) 

であり，揺らぎポテンシャル τi(x)は，Kirkwood(1934), Loeb(1951), Williams(1953)等にしたがって

次式で定義する。 
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したがって， 
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ex

0
110

),(),(lim)( rr φφη    (C-16) 

となる。φ i
*(r,x1)の r → 0 とする極限は，界面の存在により変形された self - atmosphere の，イオ

ン中心点におけるポテンシャルを表わしている。式(C-16)の積分は，界面近傍で self - atmosphere
に抗して中性粒子を zie まで充電するのに必要な仕事量と，バルク溶液中で self - atmosphere に抗

して中性粒子を zie まで充電するのに必要な仕事量との差である。 
 以下では，式(C-16)の ηi(x)を平均ポテンシャル ψ(x)だけの汎関数として表現することを目標と

して評価する。任意のベクトル場 χ(r), λ(r)に対する Green の積分定理により， 
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が成り立つ。いま χ(r) = φ i
*(r,x1), λ(r) = 1/r として Green の定理を適用すると， 
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となる。領域 D として 0 < r < ai の球体内部を考えると，dS は r 方向の成分のみなので，式(C-18)
の右辺は次のようになる。 
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したがって式(C-18)は， 
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となる。∇2(1/r)はデルタ関数になるので式(C-19)の左辺は，次のようになる。 

   ),(lim4d)(),(4d1),( 10

3
1

32
1 xrxr

r
x ir

ar
i

ar
i

ii

rrrr ∗

→
<

∗

<

∗ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∇− ∫∫ φπδφπφ    (C-20) 

一方，右辺の第 1 項目と第 2 項目は， 
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となる。したがって，式(C-20), (C-21), (C-22)を式(C-19)に代入すると，次式を得る。 
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次に，式(C-23)の第 2 項目を Gauss の発散定理を用いて変形すると， 
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となる。さらに式(C-24)右辺の被積分関数を，式(C-4)の電荷を zi'e で置き換えたものを使って変

形すると，結局次式を得る。 
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一方，式(C-23)の第 3 項目を変形すると， 
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となる。さらに式(C-26)の右辺第 1 項目の被積分関数を，式(C-4)の電荷を zi'e で置き換えたもの

を使って変形すると，結局次式を得る。 
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したがって式(C-23)は，式(C-25), (C-27)より次のようになる。 
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 次に ai < r < a の領域に対して，Green の積分定理を適用する。まず表面積分は， 
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である。一方，体積積分については領域 D に r = 0 を含まないので∇2(1/r)はゼロとなり， 
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である。したがって次式が成り立つ。 



JAEA-Research 2011-047 

- 91 - 

   

∫∫∫

∫∫

<<==

+==

∇−
∂
∂

+=

∂
∂

+

ara
i

ar
i

ar
i

ar
i

iar
i

i

i

ii

rx
r

Sx
ra

Sx
a

Sx
ra

Sx
a

3
1

2
112

0
112

d),(1d),(1d),(1

d),(1d),(1

rrr

rr

φφφ

φφ

   (C-31) 

式(C-31)の左辺第 2 項目は，式(C-9)の電荷を zi'e で置き換えたものを使って書き換え，さらに Gauss
の発散定理を用いて変形すると， 
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となる。次に式(C-31)の右辺第 2 項目も同様に，式(C-9)を使って変形すると次式を得る。 
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さらに式(C-31)の右辺第 3 項目は，式(C-5)を用いて書き換えると， 
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となる。したがって式(C-31)は，式(C-32), (C-33), (C-34)より次のようになる。 
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結局，式(C-28)は右辺第 1 項目を式(C-35)を用いて書き換えると，以下のようになる。 
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この結果を見ると，イオンの半径 ai は定数項にしか現れていない。したがって，式(C-16)の揺ら

ぎポテンシャル項には現れない（発散項が存在するが，バルク値と相殺する項であり，物理的意

味はない）。 
 さらに計算を進めるため，φ i(r,x1)の具体的な形を定める。いま平均静電ポテンシャル ψ(x)の補

正項として揺らぎポテンシャル ηi(x)だけを考慮すると，式(C-13)より， 
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となる。従って r > a の領域に対し，ψ(x)が従うべき拡張された Poisson - Boltzmann 方程式は， 
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となる。同様に，イオン種 i が界面から距離 x1 に存在する場合の，任意の評価点 r における平均

ポテンシャルを表わす，高次の平均ポテンシャル Ψi(r,x1)が従うべき P-B 方程式は， 
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となる。ただし，分布関数のヒエラルキーをこのレベルで閉じさせるため，Loeb(1951)にしたが

って高次の揺らぎポテンシャル項を ηi(x)で近似した。この式は式(C-3)を使って書き直すと，次式

のようになる。 
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したがって r > a の領域でφ i(r,x1)が満たすべき方程式は，式(C-38), (C-40)より次のようになる。 
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 (C-41) 

最後の表式では，Debye - Hückel にしたがって線形近似を施した。ここで局所的（local）Debye - 
Hückel パラメータを， 
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として定義すると，φ i(r,x1)が満たすべき線化された方程式として次式を得る。 
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なおバルク溶液における通常の Debye - Hückel パラメータ κb [m−1]は，式(C-42)で x → ∞の場合に

対応し，次式で与えられる。 
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次に方程式(C-43)を解きたいのだが，κ(x)が変数 x の関数なので簡単には解くことができない。そ

こで Loeb(1951)は κ(x)を κ(x1)とみなし，方程式(C-43)のなかでは定数として解いても最終的な結

果には影響しないと仮定して，次の近似解をφ i(r,x1)の第一近似式として使った（実際，r → 0 の

極限で x → x1 となる）。 
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ここで B0 は方程式(C-43)の境界条件から決定される定数[V m]であり，rIはイオン i の鏡像電荷か

ら評価点 r までの距離である。また ficは固相部分の物性に依存する係数[-]であり，固相の比誘電

率を εwとすると次式で定義される。 
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式(C-45)の第 1 項目は，電荷が直接周囲に及ぼすよく知られた湯川型の解である。一方，第 2 項

目は，異なる誘電率をもつ誘電体が接したとき，その界面における静電ポテンシャルおよび電束

密度の連続性条件から，溶液側に電荷 Q が存在すると界面に対して固体側の対称な点に電荷 ficQ
の鏡像電荷があたかも存在して，溶液側に影響を及ぼす現象に起因する項である（図 3.1-3 参照）。 
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図 C-1 イオン iを中心とした極座標系および鏡像電荷 
 
 式(C-45)が解であることは，以下のようにして確かめられる。まず図 C-1 のようにイオン i の中

心を原点とする極座標系(r, θ, φ)を設定すると，Laplace 演算子は， 
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なので式(C-45)の第 1 項目は， 
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となってすぐに確かめられる。一方，第 2 項目については， 

φ i 
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などの関係を使って，以下のように確かめることができる。 
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固相が金属の場合（εw → ∞），式(C-46)より fic → −1 となる。一方，固相が真空の誘電率に相当す

る極端な誘電体の場合（εw → 1），溶液の比誘電率を εb = 78.4 とすると fic = 0.975 である。しかし

現実には，界面近傍の電場の影響による溶媒の誘電飽和効果により，溶液の比誘電率 εb は平均ポ

テンシャルの空間分布を通して xに依存する複雑な関数であり，従って係数 ficも xの関数である。

線形近似の理論では（これは界面から 1/κb の数倍程度以上離れた領域で適用可能），溶液の比誘

電率 εb はバルク値（εb = 78.4）を使って問題なく，従って係数 ficも定数とみなせる。 
 式(C-45)の解を使って，式(C-36)の右辺第 1 項目を評価する。 
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右辺第 1 項目は被積分関数が r のみの関数なので簡単に計算でき， 
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となる。一方右辺第 2 項目は，式(C-48)の関係を使って以下のように評価できる。 
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ここで， 
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と定義した。したがって式(C-51)は，以下のようになる。 
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次に定数 B0を決めるために，境界 r = a における条件として式(C-9)の関係を用いる。充電状態が

zi'e の電荷に対して， 
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であるが，左辺に解(C-45)を用いて計算を実行する。 
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右辺第 1 項目はすぐに計算できる。 
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一方右辺第 2 項目は，Gauss の発散定理を用いて変形すると， 
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となる。さらに式(C-50)の結果を用いると次式を得る。 
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右辺の積分は，式(C-49)の関係を用いて以下のように計算できる。 
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したがって式(C-60)は， 
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となり，さらに式(C-57)は， 
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と評価できる。よって式(C-52)より，定数 B0 は次式のように決まる。 
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ここで，δ1(x1)は次式で定義される無次元量である。 
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式(C-64)を式(C-55)に代入して， 
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となる。ここで g[κ(x1), x1]は次式で定義された関数である。 
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結局，式(C-66)を式(C-36)に代入して整理すると， 
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 式(C-16)の ηi(x)を評価するため，式(C-68)のバルク（x1 → ∞）における対応量を計算する。まず

g[κ(x1), x1]は，次のようになる。 
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また x1 → ∞にともなって x → ∞であり，このとき ψ(x) → 0 なので∇2ψ(x) → 0 となる。したがっ

て式(C-68)に対応するバルク量は， 
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となる。よって式(C-16)の被積分関数は，次のようになる（発散項も相殺する）。 
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式(C-71)の右辺第 3 項目は，イオンの有限サイズに起因した電荷の移動による平均ポテンシャル

の変化を，また右辺第 2 項目は，同じく電荷の移動による揺らぎポテンシャルの変化を表わして

いる。一方右辺第 1 項目は，イオンの中心に存在する点電荷 zi'e の対応する効果を表わしている。

したがって右辺第 2, 3 項は“cavity 効果”を表わしており，a → 0 とした点電荷モデルではこれら

の項は現れない。すなわち点電荷モデルの場合，式(C-71)に対応する量は式(C-54), (C-65), (C-67) , 
(C-69)より，次式のようになる。 
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このように，点電荷モデルにおける揺らぎポテンシャル効果は，式(C-71) 右辺第 1 項目に内在し

ていることが分かる。 
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図 C-2 界面上に原点をもつ円柱座標系および排除球 
 
 次に式(C-71)の右辺第 2, 3 項目を評価するために，界面上に原点をもつ円柱座標系(ρ, θ, z)を設

定する（図 C-2 参照）。この座標系での体積要素および Laplace 演算子は，次式で与えられる。 
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界面から垂直な方向に z 軸をとると，平均ポテンシャル ψは z のみの関数なので， 
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となる。まず式(C-71)の右辺第 2 項目は，z = x1 を中心とする半径 a の球内を積分領域とする体積

積分に関して，球面上で a2 = ρ2 + (z − x1)2 の関係に注意すると，次のように評価できる。 
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一方，式(C-71)の右辺第 3 項目は，被積分関数の r が 3 次元極座標系の動径方向を示す座標であ

り，円柱座標系の座標軸とは r2 = ρ2 + (z − x1)2 の関係にあることに注意すると，次のように書ける。 
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ここで ρに関する積分を実行するため， 
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と変数変換すると，ρ = 0 のとき， 
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となるので，z に関する積分領域に注意すると，式(C-76)は以下のように評価できる。 
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式(C-79)の右辺第 1 項目は，部分積分を実行すると次式のようになる。 
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同様に式(C-79)の右辺第 2 項目は，次のようになる。 
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結局，式(C-71)の右辺第 2, 3 項目は，次式のように評価できる。 
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したがって式(C-71)では，r → 0 の極限で x1 → x として変数を書き換えると 
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となり，さらに Güntelberg の充電処方（charging process）を完結させると，最終的に式(C-16)は次

のようになる。 
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ちなみに点電荷モデルの場合，揺らぎポテンシャル項は式(C-72)より次式のようになる。 
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この結果はもちろん，式(C-84)において a → 0 としても得られる。 
 ここで実施した排除球の内部における揺らぎポテンシャルの評価法は，Outhwaite(1970)で用い
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られた評価法と基本的に同じである。ただし Outhwaite(1970)では，より単純かつ非現実的な状況

である ai = a の場合を取り扱った。なお Outhwaite(1970)等の文献では，関数 g[κ(x), x]の代わりに， 
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を用いて揺らぎポテンシャル項が定義されている。ここで，δ1(x)および δ2(x)はそれぞれ式(C-54)
および式(C-65)で与えられる。またバルクの対応量としては， 
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で定義される。これらを使うと，式(C-84)の揺らぎポテンシャルは， 
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となる。ただし L[ψ(x)]は，次式で与えられる。 
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 イオンの有限サイズ（イオン半径 = a/2）を考慮した上記の揺らぎポテンシャルの評価は，界

面近傍では cavity と界面との接触による影響がでるため，厳密には界面からの距離が x ≥ 3a/2 の

条件で成立するものである。すなわち，式(C-13)で排除体積項を無視して揺らぎポテンシャルの

効果だけを考慮して解析する場合でも，式(C-88)の揺らぎポテンシャル項を用いて次式の Poisson 
- Boltzmann 方程式を解いて得られる平均ポテンシャル ψ(x)は，界面からの距離が x ≥ 3a/2 の領域

における解である。 
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一方，0 ≤ x ≤ 3a/2 の領域に対しては，3 つの領域：(I) 0 ≤ x ≤ a/2，(II) a/2 ≤ x ≤ a，(III) a ≤ x ≤ 3a/2
に場合わけして評価する必要がある。領域(I)では ni(x) = 0 なので，次の線形近似によって平均ポ

テンシャル ψ(x)を評価する。 
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また，領域(II)では半径 a の排除球が界面および x = a/2（イオンの最近接距離）の排除面と交差す

ること，さらに領域(III)では排除球が排除面とだけ交差すること考慮して評価する。詳細な解析

は省略して結果だけを示すと，a/2 ≤ x ≤ 3a/2 の領域では関数 F[κ(x), x]の形が式(C-86)とは異なり，

次式のようになる（Outhwaite and Bhuiyan, 1983）。 
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すなわち，この領域では式(C-92)の F[κ(x), x]を式(C-88), (C-89)に代入し，Poisson - Boltzmann 方程

式(C-90)を解いて平均ポテンシャル ψ(x)を得ることになる。 
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付録 D 準線形化反復法 

 付録Dでは，揺らぎポテンシャルおよび排除体積因子を考慮することによって拡張された

Poisson - Boltzmann方程式(3.5-3)を数値的に解くため，Outhwaite et al. (1980)にしたがって準線形化

反復法（quasi-linearisation iteration technique）の概要を述べる。ただし境界条件としては，界面上

では表面電位一定あるいは表面電荷密度一定の条件を設定できるが，沖合の条件については数値

解法上の困難のため，今のところx → ∞で電位ゼロとする片側平板の条件でしか計算できない。

また問題を単純化するため，電解質が1種類だけの単純化したケースについて概説する。 
 数値解法に乗せるため，まずP-B方程式および種々の物理量を無次元化しておく。界面からの

距離xと静電ポテンシャルψ(x)は，次のように無次元化する。ただし基本的なノーテーションは3.5
節に従う。 
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また次の無次元パラメータを定義する。 
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ここで e は電気素量（正の値）であり，また Γはプラズマパラメータ（plasma parameter），αはパ

ッキングフラクション（packing fraction）と呼ばれる。αと Γを組み合わせてできる重要なパラメ

ータとして，次のパラメータを定義する。 
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ここで κb はバルクの Debye - Hückel パラメータ，z1, z2 は 2 つのイオン種の価数である。式(D-3)
では，バルク溶液中における電気的中性条件：z1nb,1 + z2nb,2 = 0 から得られる次の関係を用いた。 
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次に P-B 方程式(3.5-3)を無次元形式で書くと次のようになる。 
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ここで ξi(X)は与えられた排除体積因子を無次元量で表わし，また F(X)は領域：1/2 ≤ X ≤ 3/2 およ

び領域：3/2 ≤ X で場合分けして，式(3.5-6)を無次元量で表わしたものである。 
 準線形化反復法は，ある段階(i)での近似解として φ(i)が得られたならば，次の段階(i +1)でのよ

り勝れた近似解は φ(i +1) = φ(i) + w(i)と置くことによって得られるという仮定に基づいている。ここ

で w(i)は以下の手続きで求められる。すなわち，(1) φ(i +1) = φ(i) + w(i)を式(D-5)に代入して w(i)を含む

項を線形化する，(2) 線形化された方程式を適当な方法で解く。この手続きを，w(i)の値が要求さ

れた精度で十分に小さくなるまで繰り返す。 
 式(D-5)に φ(i +1) = φ(i) + w(i)を代入して，準線形化の手続きを実行すると次式を得る。 
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φ(0)と dφ(0)/dX のどちらか一方が最初に与えられており，上記の繰り返し手続きによって φ(i)が分

かっているならば，w(i)の微分方程式(D-10)に未知の量はない。微分方程式(D-10)は，X → ∞のと

き w(i) → 0 の境界条件と，X = 1/2 における dw(i)/dX の連続性を課して解かれる。初期解 φ(0)(X)と
しては，様々な選択が可能である。例えば，古典的 Gouy - Chapman 理論の解で 0 ≤ X ≤ 1/2 の領域

は線形近似式(D-6)で置き換えた解などが考えられる。 
 方程式(D-10)および(D-11)を解くために，Burley et al. (1972, 1974)の手法に類似した手法を採用

する。はじめに，式(D-11)と X = 1/2 における dw(i)/dX の連続性から，微分方程式(D-10)は境界条

件 
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の下で X ≥ 1/2 の半無限領域に対してだけ考えればよいことに注意しよう。ただし，以下では簡単

のために，繰り返しステップ数を表す(i)を付けない。b を整数として有限区間：1/2 ≤ X ≤ b + 1/2
のメッシュ点における数値で，未知関数 w(X)を表現する。b 個の単位区間を，さらに 2n 個の等間

隔 h に分割する。すなわち 2nh = 1 とする。またメッシュ点の合計数を N とすると，2nh + 1 = N
である。X = 1/2 の点（メッシュ点 1）とその右側区間を除いて，2 階微分 d2w/dX2, d2φ/dX2 は 3 点

差分公式で近似できる。L[w(X)]に現れる積分は，Simpson 則を用いて近似される。ただし評価区

間におけるメッシュ点の総数が奇数ならば，最後の区間は Simpson 則と Trapezium 則を組み合わ

せたものを使用する。式(D-14)と dw/dX, d2w/dX2 の中心差分近似公式を組み合わせることによって，

X = 1/2 の点における w(X)の 2 階差分公式を得ることができる。すなわち， 
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などと置き，dw/dX, d2w/dX2 を次のように差分化する。 
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これらの記号を使うと，式(D-14)は 2w1 = w1'となるので，この式と上の式を用いて w0 を消去する

と次式を得る。 
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φ(X)についても同様に記号を定義し，式(D-6)から 
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の関係が得られることを使うと，X = 1/2 の点における φ(X)の 2 階差分式は次式で与えられる。 
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式(D-19)では表面電位が境界条件として与えられた場合の表式である。一方，表面電場 φ'(0)が境

界条件として与えられた場合は，式(D-6)より φ1' = φ'(0)となり次式が成り立つ。 
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 右側端点を含む区間：b – 1/2 ≤ X ≤ b + 1/2 については，方程式のなかに“advanced argument”が

存在するため取り扱いが困難になる。このことは，w(X)に関する方程式を閉じた形で得るために

は，領域：b + 1/2 ≤ X ≤ b + 3/2 における w(X)の情報が必要になることを意味する。ここではこの

困難を回避するため，X → ∞のとき w → 0 となる境界条件により，X が十分大きいときには w(X)
が次の線型方程式で近似できるものと仮定する。 
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 この方程式の解は，主要な 2 項だけで近似すると次のようになる。 
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ここで α1, α2 は，次の方程式(D-23)の根のなかで最も小さい正の実部をもつ 2 つの根 γ1, γ2 から求

められる。 
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ちなみに方程式(D-23)は，微分方程式(D-21)の解として 
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を仮定して得られた γに関する超越方程式である。yb < 1.241 のとき 2 つの根 γ1, γ2 は実数となり，

このとき α1 = γ1, α2 = γ2 である。yb = 1.241 において 2 つの根 γ1, γ2 は一致し，さらに 1.241 < yb < 7.83
では互いに複素共役な 2 根：γ1 = α1 + iα2, γ2 = α1 – iα2 となる。定数 A1, A2 は，X = b + 1/2 における
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w および dw/dX の連続性を要求することにより得られる。X = b + 1/2 において中心差分公式を用

いると，次式が得られる。 
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 式(D-22)で表された b + 1/2 ≤ X ≤ b + 3/2 の領域における w(X)の表式を用いて，wj (j = 1, · · ·, N)
についての N 元 1 次連立方程式が得られる。適当なソルバーを使ってこの連立方程式を数値的に

解き，wj
(i) (j = 1, · · ·, N)が求まれば，新しい近似解 φj

 (i +1) (j = 1, · · ·, N)が得られる。 
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国際単位系（SI）

乗数　 接頭語 記号 乗数　 接頭語 記号

1024 ヨ タ Ｙ 10-1 デ シ d
1021 ゼ タ Ｚ 10-2 セ ン チ c
1018 エ ク サ Ｅ 10-3 ミ リ m
1015 ペ タ Ｐ 10-6 マイクロ µ
1012 テ ラ Ｔ 10-9 ナ ノ n
109 ギ ガ Ｇ 10-12 ピ コ p
106 メ ガ Ｍ 10-15 フェムト f
103 キ ロ ｋ 10-18 ア ト a
102 ヘ ク ト ｈ 10-21 ゼ プ ト z
101 デ カ da 10-24 ヨ ク ト y

表５．SI 接頭語

名称 記号 SI 単位による値

分 min 1 min=60s
時 h 1h =60 min=3600 s
日 d 1 d=24 h=86 400 s
度 ° 1°=(π/180) rad
分 ’ 1’=(1/60)°=(π/10800) rad
秒 ” 1”=(1/60)’=(π/648000) rad

ヘクタール ha 1ha=1hm2=104m2

リットル L，l 1L=11=1dm3=103cm3=10-3m3

トン t 1t=103 kg

表６．SIに属さないが、SIと併用される単位

名称 記号 SI 単位で表される数値

電 子 ボ ル ト eV 1eV=1.602 176 53(14)×10-19J
ダ ル ト ン Da 1Da=1.660 538 86(28)×10-27kg
統一原子質量単位 u 1u=1 Da
天 文 単 位 ua 1ua=1.495 978 706 91(6)×1011m

表７．SIに属さないが、SIと併用される単位で、SI単位で
表される数値が実験的に得られるもの

名称 記号 SI 単位で表される数値

キ ュ リ ー Ci 1 Ci=3.7×1010Bq
レ ン ト ゲ ン R 1 R = 2.58×10-4C/kg
ラ ド rad 1 rad=1cGy=10-2Gy
レ ム rem 1 rem=1 cSv=10-2Sv
ガ ン マ γ 1γ=1 nT=10-9T
フ ェ ル ミ 1フェルミ=1 fm=10-15m
メートル系カラット 1メートル系カラット = 200 mg = 2×10-4kg
ト ル Torr 1 Torr = (101 325/760) Pa
標 準 大 気 圧 atm 1 atm = 101 325 Pa

1cal=4.1858J（｢15℃｣カロリー），4.1868J
（｢IT｣カロリー）4.184J（｢熱化学｣カロリー）

ミ ク ロ ン µ  1 µ =1µm=10-6m

表10．SIに属さないその他の単位の例

カ ロ リ ー cal

(a)SI接頭語は固有の名称と記号を持つ組立単位と組み合わせても使用できる。しかし接頭語を付した単位はもはや
　コヒーレントではない。
(b)ラジアンとステラジアンは数字の１に対する単位の特別な名称で、量についての情報をつたえるために使われる。

　実際には、使用する時には記号rad及びsrが用いられるが、習慣として組立単位としての記号である数字の１は明
　示されない。
(c)測光学ではステラジアンという名称と記号srを単位の表し方の中に、そのまま維持している。

(d)ヘルツは周期現象についてのみ、ベクレルは放射性核種の統計的過程についてのみ使用される。

(e)セルシウス度はケルビンの特別な名称で、セルシウス温度を表すために使用される。セルシウス度とケルビンの

　 単位の大きさは同一である。したがって、温度差や温度間隔を表す数値はどちらの単位で表しても同じである。

(f)放射性核種の放射能（activity referred to a radionuclide）は、しばしば誤った用語で”radioactivity”と記される。

(g)単位シーベルト（PV,2002,70,205）についてはCIPM勧告2（CI-2002）を参照。

（a）量濃度（amount concentration）は臨床化学の分野では物質濃度

　　（substance concentration）ともよばれる。
（b）これらは無次元量あるいは次元１をもつ量であるが、そのこと
 　　を表す単位記号である数字の１は通常は表記しない。

名称 記号
SI 基本単位による

表し方

秒ルカスパ度粘 Pa s m-1 kg s-1

力 の モ ー メ ン ト ニュートンメートル N m m2 kg s-2

表 面 張 力 ニュートン毎メートル N/m kg s-2

角 速 度 ラジアン毎秒 rad/s m m-1 s-1=s-1

角 加 速 度 ラジアン毎秒毎秒 rad/s2 m m-1 s-2=s-2

熱 流 密 度 , 放 射 照 度 ワット毎平方メートル W/m2 kg s-3

熱 容 量 , エ ン ト ロ ピ ー ジュール毎ケルビン J/K m2 kg s-2 K-1

比熱容量，比エントロピー ジュール毎キログラム毎ケルビン J/(kg K) m2 s-2 K-1

比 エ ネ ル ギ ー ジュール毎キログラム J/kg m2 s-2

熱 伝 導 率 ワット毎メートル毎ケルビン W/(m K) m kg s-3 K-1

体 積 エ ネ ル ギ ー ジュール毎立方メートル J/m3 m-1 kg s-2

電 界 の 強 さ ボルト毎メートル V/m m kg s-3 A-1

電 荷 密 度 クーロン毎立方メートル C/m3 m-3 sA
表 面 電 荷 クーロン毎平方メートル C/m2 m-2 sA
電 束 密 度 ， 電 気 変 位 クーロン毎平方メートル C/m2 m-2 sA
誘 電 率 ファラド毎メートル F/m m-3 kg-1 s4 A2

透 磁 率 ヘンリー毎メートル H/m m kg s-2 A-2

モ ル エ ネ ル ギ ー ジュール毎モル J/mol m2 kg s-2 mol-1

モルエントロピー, モル熱容量ジュール毎モル毎ケルビン J/(mol K) m2 kg s-2 K-1 mol-1

照射線量（Ｘ線及びγ線） クーロン毎キログラム C/kg kg-1 sA
吸 収 線 量 率 グレイ毎秒 Gy/s m2 s-3

放 射 強 度 ワット毎ステラジアン W/sr m4 m-2 kg s-3=m2 kg s-3

放 射 輝 度 ワット毎平方メートル毎ステラジアン W/(m2 sr) m2 m-2 kg s-3=kg s-3

酵 素 活 性 濃 度 カタール毎立方メートル kat/m3 m-3 s-1 mol

表４．単位の中に固有の名称と記号を含むSI組立単位の例

組立量
SI 組立単位

名称 記号

面 積 平方メートル m2

体 積 立法メートル m3

速 さ ， 速 度 メートル毎秒 m/s
加 速 度 メートル毎秒毎秒 m/s2

波 数 毎メートル m-1

密 度 ， 質 量 密 度 キログラム毎立方メートル kg/m3

面 積 密 度 キログラム毎平方メートル kg/m2

比 体 積 立方メートル毎キログラム m3/kg
電 流 密 度 アンペア毎平方メートル A/m2

磁 界 の 強 さ アンペア毎メートル A/m
量 濃 度 (a) ， 濃 度 モル毎立方メートル mol/m3

質 量 濃 度 キログラム毎立法メートル kg/m3

輝 度 カンデラ毎平方メートル cd/m2

屈 折 率 (b) （数字の）　１ 1
比 透 磁 率 (b) （数字の）　１ 1

組立量
SI 基本単位

表２．基本単位を用いて表されるSI組立単位の例

名称 記号
他のSI単位による

表し方
SI基本単位による

表し方
平 面 角 ラジアン(ｂ) rad 1（ｂ） m/m
立 体 角 ステラジアン(ｂ) sr(c) 1（ｂ） m2/m2

周 波 数 ヘルツ（ｄ） Hz s-1

ントーュニ力 N m kg s-2

圧 力 , 応 力 パスカル Pa N/m2 m-1 kg s-2

エ ネ ル ギ ー , 仕 事 , 熱 量 ジュール J N m m2 kg s-2

仕 事 率 ， 工 率 ， 放 射 束 ワット W J/s m2 kg s-3

電 荷 , 電 気 量 クーロン A sC
電 位 差 （ 電 圧 ） , 起 電 力 ボルト V W/A m2 kg s-3 A-1

静 電 容 量 ファラド F C/V m-2 kg-1 s4 A2

電 気 抵 抗 オーム Ω V/A m2 kg s-3 A-2

コ ン ダ ク タ ン ス ジーメンス S A/V m-2 kg-1 s3 A2

バーエウ束磁 Wb Vs m2 kg s-2 A-1

磁 束 密 度 テスラ T Wb/m2 kg s-2 A-1

イ ン ダ ク タ ン ス ヘンリー H Wb/A m2 kg s-2 A-2

セ ル シ ウ ス 温 度 セルシウス度(ｅ) ℃ K
ンメール束光 lm cd sr(c) cd

スクル度照 lx lm/m2 m-2 cd
放射性核種の放射能（ ｆ ） ベクレル（ｄ） Bq s-1

吸収線量, 比エネルギー分与,
カーマ

グレイ Gy J/kg m2 s-2

線量当量, 周辺線量当量, 方向

性線量当量, 個人線量当量
シーベルト（ｇ） Sv J/kg m2 s-2

酸 素 活 性 カタール kat s-1 mol

表３．固有の名称と記号で表されるSI組立単位
SI 組立単位

組立量

名称 記号 SI 単位で表される数値

バ ー ル bar １bar=0.1MPa=100kPa=105Pa
水銀柱ミリメートル mmHg 1mmHg=133.322Pa
オングストローム Å １Å=0.1nm=100pm=10-10m
海 里 Ｍ １M=1852m
バ ー ン b １b=100fm2=(10-12cm)2=10-28m2

ノ ッ ト kn １kn=(1852/3600)m/s
ネ ー パ Np
ベ ル Ｂ

デ ジ ベ ル dB       

表８．SIに属さないが、SIと併用されるその他の単位

SI単位との数値的な関係は、
　　　　対数量の定義に依存。

名称 記号

長 さ メ ー ト ル m
質 量 キログラム kg
時 間 秒 s
電 流 ア ン ペ ア A
熱力学温度 ケ ル ビ ン K
物 質 量 モ ル mol
光 度 カ ン デ ラ cd

基本量
SI 基本単位

表１．SI 基本単位

名称 記号 SI 単位で表される数値

エ ル グ erg 1 erg=10-7 J
ダ イ ン dyn 1 dyn=10-5N
ポ ア ズ P 1 P=1 dyn s cm-2=0.1Pa s
ス ト ー ク ス St 1 St =1cm2 s-1=10-4m2 s-1

ス チ ル ブ sb 1 sb =1cd cm-2=104cd m-2

フ ォ ト ph 1 ph=1cd sr cm-2 104lx
ガ ル Gal 1 Gal =1cm s-2=10-2ms-2

マ ク ス ウ ｪ ル Mx 1 Mx = 1G cm2=10-8Wb
ガ ウ ス G 1 G =1Mx cm-2 =10-4T
エルステッド（ ｃ ） Oe 1 Oe　  (103/4π)A m-1

表９．固有の名称をもつCGS組立単位

（c）３元系のCGS単位系とSIでは直接比較できないため、等号「　　 」

　　 は対応関係を示すものである。
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